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Luku 1
Johdanto
Nilpotentti ryhmä on ryhmä, jota voidaan kutsua lähes vaihdannaiseksi ryhmäksi. Nilpo-
tentin ryhmän kertaluvuiltaan keskenään jaottomat alkiot nimittäin kommutoivat. Lisäksi
voidaan sanoa, että nilpotentti ryhmä on äärellisen askelmäärän päässä Abelin ryhmäs-
tä. Sana nilpotentti viittaa siihen, että nilpotentti ryhmä supistuu triviaaliksi ryhmäksi,
kun se korotetaan tarpeeksi suureen potenssiin. Laskutoimituksena tässä kertolaskussa on
toistuva kommutaattorialiryhmän luominen, ks. luku 4.3.
Tämän työn kantava ajatus on löytää ja esitellä seitsemän keskenään hyvin erilaista
tapaa määritellä nilpotentti ryhmä, ja todistaa että nämä määritelmät ovat ekvivalentteja.
Tämän suorittamiseksi on tarpeellista käydä läpi riittävä määrä ryhmäteorian perusteita,
mukaan lukien Sylowin lauseet.
Luvussa 2 esitellään ryhmien peruskäsitteet, joita tarvitaan seuraavissa luvuissa. Lu-
vussa 3 käsitellään Sylowin teoriaa, koska nilpotentit ryhmät voidaan määritellä myös
Sylowin aliryhmien avulla. Tutkielman päättävässä luvussa 4 tutustutaan nilpotentteihin
ryhmiin.
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Luku 2
Ryhmien peruskäsitteitä
Tutkielman lukijalta oletetaan esitietovaatimuksina ryhmän, aliryhmän, Abelin ryhmän,
ryhmähomomorﬁsmin ja renkaan määritelmät. Nämä löytyvät tarvittaessa esimerkiksi
teoksista [2], [6] ja [7].
Luvussa 2 esitellään ryhmien peruskäsitteet, joita tarvitaan seuraavissa luvuissa. Aluk-
si määritellään ryhmän toiminnan ja radan käsitteet ja sen jälkeen jatketaan sivuluokkiin
ja Lagrangen lauseeseen.
2.1 Toiminnat ja sivuluokat
Tutkielmassa ryhmälaskutoimitus on kertolasku, jonka neutraalialkio on 1.
Määritelmä 2.1. Olkoon G ryhmä ja X joukko. Ryhmän G toiminta joukossa X on
kuvaus G×X → X, (g, x) 7→ gx jolle pätee
i) 1x = x, kaikilla x ∈ X, ja
ii) (ab)x = a(bx), kaikilla a, b ∈ G ja x ∈ X.
Sanotaan myös, että X on G-joukko.
Esimerkki 2.2. Symmetrinen ryhmä Sn toimii joukossa {1, 2, 3, . . . , n}. Ehto ii) on seu-
rausta permutaatiotulon määrittelystä yhdistettynä kuvauksena. Ehto i) pätee, koska per-
mutaatio (1) on identtinen kuvaus.
Tässä luvussa käsiteltävät ryhmät ovat äärellisiä.
Määritelmä 2.3. Olkoon G ryhmä. Oletetaan, että X on G-joukko. Olkoon x ∈ X.
Alkion x radaksi kutsutaan G-joukon X osajoukkoa Gx = {gx | g ∈ G}. Alkion x
vakauttaja on ryhmän G osajoukko Gx = {g ∈ G | gx = x}.
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Esimerkki 2.4. Tarkastellaan symmetristä ryhmää
S3 = {(1), (123), (132), (12), (13), (23)}.
Ryhmä S3 toimii joukossa {1, 2, 3}. Ryhmän S3 osajoukko H = {(1), (13)} on alkion 2
vakauttaja. Joukko H on ryhmän S3 aliryhmä ja myös se toimii joukossa {1, 2, 3}. Alkion
2 rata ryhmän H toiminnassa on {2} ja alkioiden 1 ja 3 rata on {1, 3}.
Lemma 2.5. Olkoon G ryhmä. Oletetaan, että X on G-joukko. Tällöin radat muodostavat
joukon X osituksen.
Todistus. Jokainen x ∈ X kuuluu rataan Gx ja siten X ⊆ ⋃x∈X Gx. Lisäksi riittää
osoittaa, että kaksi mielivaltaista rataa ovat joko erillisiä tai yhteneviä. Oletetaan, että
a, b ∈ X ja Ga ∩ Gb on epätyhjä. Nyt g1a = g2b joillakin g1, g2 ∈ G ja siten b = g−12 g1a.
Voidaan siis päätellä, että gb ∈ Ga kaikilla g ∈ G ja siten Gb ⊂ Ga. Toisaalta symmetrian
perusteella saadaan Ga ⊂ Gb ja siten Gb = Ga.
Aloitetaan seuraavaksi sivuluokkien ja Lagrangen lauseen käsittely esittelemällä sivu-
luokat määräävät ekvivalenssirelaatiot.
Määritelmä 2.6. Olkoon G ryhmä ja H sen aliryhmä. Määritellään ryhmän G relaatiot
∼L ja ∼R asettamalla
a ∼L b, jos ja vain jos a−1b ∈ H ja
a ∼R b, jos ja vain jos ab−1 ∈ H.
Huomaa, että relaatiot ∼L ja ∼R riippuvat aliryhmästä H.
Lause 2.7. Yllä määritellyt relaatiot ∼L ja ∼R ovat ekvivalenssirelaatioita.
Todistus. Osoitetaan väite relaatiolle ∼L. Todistus relaatiolle ∼R etenee vastaavasti. Ol-
koot a, b, c ∈ G.
1. Reﬂeksiivisyys: Nähdään, että a−1a = 1 ∈ H, koska H on aliryhmä. Siis a ∼L a.
2. Symmetrisyys: Olkoon a ∼L b, jolloin a−1b ∈ H. Tällöin b−1a = (a−1b)−1 ∈ H,
koska H on aliryhmä. Siis b ∼L a.
3. Transitiivisuus: Oletetaan a ∼L b ja b ∼L c. Tällöin a−1b ∈ H ja b−1c ∈ H. Siten
a−1c = (a−1b)(b−1c) ∈ H, koska H on aliryhmä. Siis a ∼L c.
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Olkoon H ryhmän G aliryhmä. Tarkastellaan seuraavaksi alkion a ∈ G ekvivalenssi-
luokkia edellä määritellyssä relaatiossa ∼L:
{g ∈ G | a ∼L g} = {g ∈ G | a−1g ∈ H}
= {g ∈ G | a−1g = h, jollakin h ∈ H}
= {g ∈ G | g = ah, jollakin h ∈ H}
= {ah | h ∈ H}.
Vastaavasti alkion a ekvivalenssiluokka relaatiossa ∼R on {ha | h ∈ H}.
Määritelmä 2.8. Olkoon G ryhmä ja H sen aliryhmä. Oletetaan, että a ∈ G. Osajoukko
aH = {ah | h ∈ H} on aliryhmän H vasen sivuluokka. Osajoukko {ha | h ∈ H} on ali-
ryhmän H oikea sivuluokka. Aliryhmän H indeksi |G : H| on sen vasempien sivuluokkien
lukumäärä ryhmässä G.
Lause 2.9. Olkoon G ryhmä ja H sen aliryhmä. Aliryhmän H vasemmat sivuluokat
muodostavat osituksen ryhmälle G. Myös oikeat sivuluokat muodostavat osituksen.
Todistus. Määritelmää 2.8 edeltäneen tarkastelun perusteella sivuluokat ovat ekvivalenssi-
luokkia, joten ne muodostavat ryhmän G osituksen.
Esimerkki 2.10. Olkoot H ja K ryhmän G aliryhmiä. Olkoon G/H = {gH | g ∈ G}
aliryhmän H kaikkien vasempien sivuluokkien joukko.
Tarkastellaan kuvausta K × G/H → G/H, (k, gH) 7→ (kg)H. Tämä on ryhmän K
toiminta joukossa G/H, sillä (1g)H = gH ja (ab)(gH) = a((bg)H) kaikilla a, b ∈ K ja
g ∈ G.
Lause 2.11. (Lagrange) Olkoon G ryhmä ja H sen aliryhmä. Tällöin aliryhmän H ker-
taluku |H| on ryhmän G kertaluvun |G| tekijä.
Todistus. Todistetaan väite näyttämällä, että kaikki aliryhmän H vasemmat sivuluokat
ovat yhtä mahtavia. Olkoon g ∈ G. Osoitetaan, että kuvaus ϕg : H → gH, h 7→ gh on
bijektio. Ensinnäkin se on selvästi surjektio. Olkoot h1, h2 ∈ H. Jos ϕg(h1) = ϕg(h2) eli
gh1 = gh2, niin h1 = h2 ja ϕg on injektio ja siten bijektio. Sivuluokat ovat siis keskenään
yhtä mahtavia.
Olkoon r aliryhmän H sivuluokkien lukumäärä. Sivuluokat muodostavat ryhmän G
osituksen, ja siten pätee |G| = r|H|.
Lause 2.12. Olkoon G ryhmä. Oletetaan, että X on G-joukko. Olkoon x ∈ X. Tällöin
vakauttaja Gx on ryhmän G aliryhmä ja |Gx| = |G : Gx|.
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Todistus. Osoitetaan ensin, että Gx on aliryhmä. Ensinnäkin 1x = x ja siksi 1 ∈ Gx.
Olkoot a, b ∈ Gx. Nyt ax = bx = x ja siten (a−1b)x = a−1(bx) = a−1(ax) = x. Siis
a−1b ∈ Gx ja aliryhmäkriteerin nojalla Gx on aliryhmä.
Olkoon L = {gGx | g ∈ G} aliryhmän Gx vasempien sivuluokkien joukko ryhmässä
G. Todistetaan jälkimmäinen väite |Gx| = |G : Gx| osoittamalla, että kuvaus
θ : L → Gx, gGx 7→ gx
on bijektio. Aloitetaan osoittamalla, että θ tosiaankin on kuvaus. Havaitaan aluksi, että
jos aGx = bGx joillakin a, b ∈ G, niin b = ah jollakin h ∈ Gx. Tällöin
bx = (ah)x = a(hx) = ax,
koska h ∈ Gx. Kuvaus θ on täten hyvin määritelty.
Määritelmästä nähdään, että kuvaus θ on surjektio. Osoitetaan vielä, että θ on injektio.
Olkoot a, b ∈ G sellaisia, että θ(aGx) = θ(bGx). Tällöin ax = bx eli (a−1b)x = x. Siispä
(a−1b) ∈ Gx ja siten b ∈ aGx. Vakauttaja Gx on aliryhmä, joten bGx = aGx ja θ on siis
injektio.
2.2 Normaalit aliryhmät
Määritelmä 2.13. Olkoon G ryhmä ja H ≤ G. Aliryhmä H on normaali, jos sen va-
semmat ja oikeat sivuluokat ovat samat, eli jos aH = Ha kaikilla a ∈ G. Käytetään myös
merkintää H EG.
Lause 2.14. Olkoon G ryhmä ja H ≤ G. Aliryhmä H on normaali, jos ja vain jos
aHa−1 ⊆ H kaikilla a ∈ G. Tätä ehtoa kutsutaan normaalisuuskriteeriksi.
Todistus. Oletetaan aluksi, että H on normaali. Olkoot a ∈ G ja h ∈ H. Koska aH = Ha,
niin on olemassa h′ ∈ H, jolle ah = h′a. Niinpä aha−1 = h′ ja siten aha−1 ∈ H.
Oletetaan sitten, että aHa−1 ⊆ H kaikilla a ∈ G. Olkoon a ∈ G. Osoitetaan, että
aH = Ha. Olkoon h ∈ H. Tällöin aha−1 = h1 jollakin h1 ∈ H. Kertomalla oikealta
alkiolla a saadaan ah = h1a ∈ Ha. Siis aH ⊆ Ha. Toisaalta a−1ha = h2 jollakin h2 ∈ H ja
vastaavalla päättelyllä saadaan Ha ⊆ aH. Kokonaisuudessaan siis aH = Ha ja aliryhmä
H on siten normaali.
Esimerkki 2.15. Tarkastellaan kvaternioryhmää Q8 = {±1,±i,±j,±k}. Tämä on kah-
deksan alkion ryhmä, jossa (−1)2 = 1 ja i2 = j2 = k2 = ijk = −1. Alkioiden i, j ja k
keskinäinen kertolasku suoritetaan seuraavasti:
ij = k, ji = −k,
jk = i, kj = −i,
ki = j ja ik = −j.
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Alkiolla −1 lasketaan kuten luvulla −1: esimerkiksi
(−1)k = kkk = k(−1) = k(ijk) = (ki)(jk) = ji = −k.
Kvaternioryhmässä kertolasku toimii siis kuten ristitulo vektoriavaruudessa R3.
Aliryhmän 〈−1〉 = {1,−1} molemmat alkiot kommutoivat kaikkien kvaternioryhmän
alkioiden kanssa. Esimerkiksi jos x ∈ Q8, niin x(−1)x−1 = (−1)xx−1 = −1 ∈ 〈−1〉. Siten
aliryhmä 〈−1〉 toteuttaa normaalisuuskriteerin ja on ryhmän Q8 normaali aliryhmä.
Lause 2.16. Olkoon G ryhmä, H ≤ G aliryhmä ja N E G normaali aliryhmä. Tällöin
H ∩N EH.
Todistus. Olkoon h ∈ H ja x ∈ H ∩N . Ensinnäkin hxh−1 ∈ H, sillä H on ryhmälaskutoi-
mituksen suhteen suljettu. Soveltamalla normaalisuuskriteeriä ryhmään G ja aliryhmään
N saadaan hxh−1 ∈ N , sillä h ∈ G ja x ∈ N . Kokonaisuudessaan siis hxh−1 ∈ H ∩ N .
Soveltamalla sitten normaalisuuskriteeriä ryhmään H ja aliryhmään H ∩ N saadaan
H ∩N EH.
Lause 2.17. Olkoon G ryhmä, jolla on aliryhmä H ja normaali aliryhmä N . Tällöin
HN ≤ G.
Todistus. Olkoot h, h′ ∈ H ja n, n′ ∈ N . Aliryhmä N on normaali, joten hN = Nh. Siis
NH = HN . Tällöin
hnh′n′ ∈ (HN)(HN) = H(NH)N = H(HN)N = (HH)(NN) = HN,
joten HN on suljettu kertolaskun suhteen. Lisäksi (hn)−1 = n−1h−1 ∈ NH = HN ja näin
HN sisältää alkioidensa käänteisalkiot. Myös 1 ∈ HN . Siis HN on aliryhmä.
Määritelmä 2.18. Olkoot a, b ∈ G. Kuvausta G × G → G, (g, a) 7→ gag−1 kutsutaan
konjugoinniksi. Ryhmän G alkiot a ja b ovat konjugaatteja, jos on olemassa sellainen
g ∈ G, että gag−1 = b. Vastaavasti aliryhmät A ja B ovat konjugaatteja, jos on olemassa
sellainen g ∈ G, että gAg−1 = B.
Määritellään seuraavaksi normalisoija. Aliryhmän H ≤ G normalisoija on sisältyvyy-
den suhteen laajin sellainen ryhmän G aliryhmä, jossa H on normaali.
Määritelmä 2.19. Aliryhmän H normalisoija ryhmässä G on
NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}.
Lemma 2.20. Olkoon G ryhmä ja H ≤ G. Aliryhmän H normalisoija NG(H) on ryhmä
ja H on normalisoijansa normaali aliryhmä.
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Todistus. Neutraalialkio sisältyy normalisoijaan, sillä 1H1−1 = H. Olkoon g ∈ G. Kään-
teisalkiotkin sisältyvät normalisoijaan, sillä jos gHg−1 = H, niin yhtäpitävästi gH = Hg
ja edelleen H = g−1Hg.
Olkoot a, b ∈ NG(H). Tällöin abH(ab)−1 = abHb−1a−1 = aHa−1 = H. Normalisoija
on näin ollen laskutoimituksen suhteen suljettu ja siten ryhmä.
Viimeinen väite H ENG(H) seuraa normalisoijan määritelmästä välittömästi.
2.3 Tekijäryhmät
Nilpotentin ryhmän määritelmä perustuu tekijäryhmiin. Erityisesti lauseissa 2.24 ja 2.25
löytyvä yhteys aliryhmien välille ryhmässä ja sen homomorﬁsessa kuvassa tulee olemaan
hyödyllinen nilpotenttien ryhmien teoriassa.
Lause 2.21. Olkoon H ryhmän G aliryhmä. Tällöin vasempien sivuluokkien kertolasku
on hyvin määritelty yhtälöllä
(aH)(bH) = (ab)H,
jos ja vain jos H on normaali ryhmässä G.
Todistus. Oletetaan ensin, että yhtälö (aH)(bH) = (ab)H antaa hyvin määritellyn va-
sempien sivuluokkien laskutoimituksen. Olkoon a ∈ G. Osoitetaan, että H on normaali
näyttämällä, että aH = Ha. Tehdään tämä näyttämällä, että sivuluokat sisältyvät toi-
siinsa.
Olkoon x ∈ aH. Oletuksen nojalla vasempien sivuluokkien laskutoimitus oli hyvin
määritelty, joten
(xa−1)H = (xH)(a−1H) = (aH)(a−1)H = H.
Siis xa−1 = h jollakin h ∈ H. Yhtäpitävästi x = ha ja siten x ∈ Ha.
Olkoon sitten y ∈ Ha. Tällöin y = h1a jollakin h1 ∈ H. Siten y−1 = a−1h−11 ∈ a−1H.
Nyt koska (a−1H)(aH) = H ja vasempien sivuluokkien kertolasku on oletuksen nojalla
hyvin määritelty, niin y−1a ∈ H. Nyt jollakin h2 ∈ H pätee y = ah−12 ja siten y ∈ aH. On
siis osoitettu, että aH = Ha ja siten H on normaali.
Lopulta todistetaan väitteen toinen suunta. Oletetaan, että HEG. Olkoot a, b ∈ G ja
h1, h2 ∈ H. Tällöin a, ah1 ∈ aH ja b, bh2 ∈ bH. On osoitettava, että sivuluokat (ab)H ja
(ah1bh2)H ovat samat. Nyt h1b ∈ Hb = bH, joten h1b = bh3 jollakin h3 ∈ H. Näin ollen
(ah1)(bh2) = a(h1b)h2 = a(bh3)h2 = (ab)(h3h2) ∈ (ab)H.
Vasempien sivuluokkien kertolasku on siis hyvin määritelty yhtälöllä (aH)(bH) = (ab)H.
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Lause 2.22. Olkoon G ryhmä, jolla on normaali aliryhmä N . Tällöin aliryhmän N si-
vuluokkien joukko G/N varustettuna lauseessa 2.21 määritellyllä kertolaskulla on ryhmä.
Kutsutaan tätä ryhmää tekijäryhmäksi.
Todistus. Olkoot a, b, c ∈ G. Laskutoimituksen määritelmän nojalla G/N on kertolaskun
suhteen suljettu. Laskutoimitus on liitännäinen, sillä
aN(bNcN) = aN(bcN) = a(bc)N = (ab)cN = (ab)NcN = (aNbN)cN.
Tekijäryhmän neutraalialkio on N , sillä (aN)(N) = aN = (N)(aN). Alkion aN kääntei-
salkio on a−1N , sillä (aN)(a−1N) = N = (a−1N)(aN). Siis G/N on ryhmä.
Esimerkki 2.23. Tarkastellaan kvaternioryhmää Q8 = {±1,±i,±j,±k}. Esimerkissä
2.15 todettiin, että 〈−1〉 = {1,−1} on ryhmän Q8 normaali aliryhmä. Niinpä tekijäryhmä
Q8/ 〈−1〉 on olemassa. Sen alkiot ovat aliryhmän 〈−1〉 sivuluokat
〈−1〉 , i 〈−1〉 = {i,−i}, j 〈−1〉 = {j,−j} ja k 〈−1〉 = {k,−k}.
Ryhmä Q8/ 〈−1〉 on isomorﬁnen Kleinin neliryhmän kanssa.
Seuraavassa lemmassa todistetaan, että aliryhmän alkukuva on aliryhmä, ja että nor-
maalin aliryhmän alkukuva on normaali aliryhmä.
Lemma 2.24. Olkoot G ja H ryhmiä, K ≤ H ja ϕ : G → H homomorﬁsmi. Tällöin
ϕ−1K ≤ G. Lisäksi jos K EH, niin ϕ−1K EG.
Todistus. Olkoot a, b ∈ ϕ−1K. Tällöin ϕ(a) ∈ K ja ϕ(b) ∈ K. Homomorﬁsmin ominai-
suuksien perusteella ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) ∈ K, joten ab ∈ ϕ−1K. Vastaavasti päätellään,
että ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 ∈ K, joten a−1 ∈ ϕ−1K. Neutraalialkio kuuluu myös alkukuvaan,
sillä ϕ(1) = 1.
Oletetaan sitten, että K on normaali ryhmässä H. Olkoot g ∈ G ja k ∈ ϕ−1K. Nyt
hϕ(k)h−1 ∈ K kaikilla h ∈ H, sillä K EH. Siten
gkg−1 ∈ ϕ−1{ϕ(gkg−1)} = ϕ−1{ϕ(g)ϕ(k)ϕ(g)−1} ⊆ ϕ−1K.
Aliryhmä ϕ−1K on siis normaalisuuskriteerin nojalla normaali ryhmässä G.
Lemma 2.25 sanoo, että tekijäryhmän G/N aliryhmien ja ryhmän G niiden aliryhmien,
jotka sisältävät N :n, välillä on täydellinen vastaavuus normaalisuutta myöten.
Lemma 2.25. Olkoon G ryhmä ja NEG. Olkoon H tekijäryhmän G/N aliryhmä. Tällöin
on olemassa aliryhmä H ′ ⊆ G, jolle pätee H ′/N = H. Lisäksi jos HEG/N , niin H ′EG.
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Todistus. Olkoon ϕ kanoninen homomorﬁsmi G → G/N, g 7→ gN . Koska kanoninen
homomorﬁsmi ϕ on surjektio, niin H = ϕ(ϕ−1H) = (ϕ−1H)/N . Alkukuva ϕ−1H on
ryhmän G aliryhmä lemman 2.24 nojalla. Erityisesti ϕ−1H EG, jos H EG/N .
Käsitellään seuraavaksi ryhmien homomorﬁalause ja molemmat isomorﬁalauseet. Nä-
mä ovat keskeisiä työkaluja kaikessa ryhmäteoriassa ja siten myös nilpotenttien ryhmien
teoriassa. Aluksi pitää kuitenkin esitellä ryhmähomomorﬁsmin ydin.
Määritelmä 2.26. Olkoot G ja H ryhmiä ja ϕ : G → H homomorﬁsmi. Ryhmähomo-
morﬁsmin ydin ker(ϕ) on kuvaryhmän neutraalialkion alkukuva eli ker(ϕ) = ϕ−1{1}.
Lause 2.27. Olkoot G ja H ryhmiä ja ϕ : G→ H homomorﬁsmi. Ydin ker(ϕ) on ryhmän
G normaali aliryhmä.
Todistus. Ydin ker(ϕ) on normaali aliryhmä lemman 2.24 perusteella.
Lause 2.28. (Ryhmien homomorﬁalause) Olkoot G ja H ryhmiä ja ϕ : G → H homo-
morﬁsmi. Tällöin kuva ϕ(G) on isomorﬁnen tekijäryhmän G/ ker(ϕ) kanssa.
Todistus. Merkitään K = ker(ϕ). Todistetaan väite osoittamalla, että kuvaus
θ : G/K → H, xK 7→ ϕ(x)
on isomorﬁsmi.
Aloitetaan osoittamalla, että θ tosiaankin on kuvaus. Oletetaan, että x, y ∈ G ja
xK = yK. Tällöin x−1y ∈ K = ker(ϕ). Siten homomorﬁsmin ominaisuuksien nojalla
ϕ(x)−1ϕ(y) = ϕ(x−1y) = 1.
Erityisesti ϕ(y) = ϕ(x) ja θ on siten hyvin määritelty.
Olkoot sitten x, y ∈ G ja ϕ(y) = ϕ(x). Tällöin ϕ(x−1y) = 1 ja x−1y ∈ ker(ϕ) = K.
Niinpä xK = yK. Siten θ on injektio.
Osoitetaan seuraavaksi, että θ on homomorﬁsmi. Olkoot x, y ∈ G. Tällöin
θ(xKyK) = θ(xyK) = ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = θ(xK)θ(yK)
ja θ on siten homomorﬁsmi.
Todetaan, että θ(G) = {θ(gK) | g ∈ G} = {ϕ(g) | g ∈ G} = ϕ(G). Kuvaus θ on siten
surjektio.
Löydettiin siis isomorﬁsmi θ : G/K → H.
Lause 2.29. (1. isomorﬁalause) Olkoon G ryhmä, jolla on aliryhmä H ja normaali ali-
ryhmä N . Tällöin
H/(H ∩N) ∼= HN/N.
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Todistus. Lauseen 2.16 nojalla aliryhmän H leikkaus normaalin aliryhmän N kanssa on
normaali aliryhmässä H eli H ∩N EH. Siten tekijäryhmä H/(H ∩N) on määritelty.
Lauseen 2.17 nojalla HN on ryhmän G aliryhmä. Aliryhmä N on normaali ryhmässä
HN , sillä HN ⊆ G = NG(N). Siten tekijäryhmä HN/N on määritelty.
Todistetaan tämä lause käyttämällä ryhmien homomorﬁalusetta. Määritellään kuvaus
ϕ : H → HN/N, h 7→ hN
ja tarkistetaan, että se on sopivanlainen homomorﬁsmi.
Olkoot x, y ∈ H. Kuvaus ϕ on homomorﬁsmi, sillä
ϕ(xy) = xyN = (xN)(yN) = ϕ(x)ϕ(y).
Etsitään sitten ydin kuvaukselle ϕ:
ker(ϕ) = {h ∈ H | ϕ(h) = 1HN/N} = {h ∈ H | hN = N} = {h ∈ H | h ∈ N} = H ∩N.
Osoitetaan vielä, että ϕ on surjektio. Olkoon hnN ∈ HN/N , missä h ∈ H ja n ∈ N .
Tällöin ϕ(h) = hN = hnN . Siispä ϕ on surjektio.
Lauseen 2.28 nojalla H/(H ∩N) ∼= HN/N .
Lause 2.30. (2. isomorﬁalause) Olkoon G ryhmä, jolla normaalit aliryhmät H ja N .
Oletetaan, että N ⊆ H. Tällöin
G/N
/
H/N ∼= G/H.
Todistus. Osoitetaan väite löytämällä surjektiivinen homomorﬁsmi G/N → G/H, jonka
ydin on H/N . Tällöin väite seuraa ryhmien homomorﬁalauseesta. Määritellään kuvaus
ϕ : G/N → G/H, gN 7→ gH
ja osoitetaan, että ϕ toteuttaa yllä mainitut ehdot.
Tarkastetaan ensin, että ϕ todellakin on kuvaus. Olkoot x, y ∈ G ja oletetaan, että
xN = yN . Tällöin y−1x ∈ N . Nyt koska N ⊆ H, niin y−1x ∈ H. Siten xH = yH. Näin
saadaan siis ϕ(xH) = ϕ(yH), ja siten ϕ on kuvaus.
Kuvaus ϕ on homomorﬁsmi, sillä ϕ(xN)ϕ(yN) = (xH)(yH) = xyH = ϕ(xyN).
Etsitään ydin:
ker(ϕ) = {gN ∈ G/N | ϕ(gN) = 1G/H}
= {gN ∈ G/N | gH = H}
= {gN ∈ G/N | g ∈ H}
= H/N.
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Osoitetaan vielä, että kuvaus ϕ on surjektio. Olkoon gH ∈ G/H, missä g ∈ G. Tällöin
ϕ(gN) = gH, joten ϕ on surjektio.
Kuvaus ϕ on surjektiivinen homomorﬁsmi G/N → G/H, jonka ydin on H/N . Siten
G/N
/
H/N ∼= G/H ryhmien homomorﬁalauseen nojalla.
2.4 Keskus
Nilpotentin ryhmän käsite määritellään perinteisesti keskusjonojen avulla, ja siksi tässä
luvussa esitellään keskuksen käsite. Ryhmän keskus koostuu niistä alkioista, jotka kom-
mutoivat kaikkien ryhmän alkioiden kanssa.
Määritelmä 2.31. Ryhmän G osajoukkoa Z(G) = {z ∈ G | zg = gz kaikilla g ∈ G}
kutsutaan keskukseksi.
Lause 2.32. Olkoon G ryhmä. Tällöin keskus Z(G) on ryhmän G aliryhmä.
Todistus. Neutraalialkio kuuluu keskukseen. Olkoot z, w ∈ Z(G) ja g ∈ G. Keskuksen
määritelmän nojalla (zw)g = zgw = g(zw), joten zw ∈ Z(G). Keskus on siis lasku-
toimituksen suhteen suljettu. Yhtälöt zg = gz ja gz−1 = z−1g ovat yhtäpitäviä, joten
z−1 ∈ Z(G). Keskus on siis ryhmän G aliryhmä.
Keskusalkiot kommutoivat myös toistensa kanssa. Siten keskus on Abelin ryhmä.
Esimerkki 2.33. Tarkastellaan Heisenbergin ryhmää H3(R), missä R on rengas. Sen
alkiot ovat yläkolmiomatriiseja
(
1 x z
0 1 y
0 0 1
)
,missä x, y, z ∈ R ja ryhmälaskutoimitus on mat-
riisikertolasku. Etsitään ryhmän keskus selvittämällä, millä ehdolla matriisi A =
(
1 a c
0 1 b
0 0 1
)
on Heisenbergin ryhmän keskuksessa. Oletetaan, että X =
(
1 x z
0 1 y
0 0 1
)
∈ H3(R).
Tällöin XA =
1 a+ x c+ z + xb0 1 b+ y
0 0 1
 ja AX =
1 a+ x c+ z + ay0 1 b+ y
0 0 1
 .
On siis tutkittava, milloin XA = AX, eli
XA− AX =
0 0 xb− ay0 0 0
0 0 0

on nollamatriisi. Osoitetaan, että XA−AX = 0, jos ja vain jos a = 0 ja b = 0. Oletetaan
ensin, että a = b = 0. Tällöin nähdään suoraan, että XA− AX = 0.
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Oletetaan sitten, että XA − AX = 0. Jos a 6= 0, niin asettamalla x = 0 ja y = 1
saadaan XA − AX 6= 0. Vastaavasti jos b 6= 0, niin asettamalla y = 0 ja x = 1 saadaan
XA− AX 6= 0. Siis a = b = 0.
Heisenbergin ryhmälle löydettiin siis keskus Z(H3(R)) =
{(
1 0 z
0 1 0
0 0 1
)
| z ∈ R
}
.
Esimerkki 2.34. Määritetään kvaternioryhmän Q8 = {±1,±i,±j,±k} keskus. Alkiot
±i,±j ja ±k eivät kommutoi toistensa kanssa. Alkio −1 sen sijaan kommutoi kaikkien
ryhmän Q8 alkioiden kanssa ja näin ollen Z(Q8) = {1,−1} = 〈−1〉.
2.5 Suora tulo
Oletetaan, että Gi on ryhmä kaikilla i, missä 1 ≤ i ≤ n. Käytetään näiden ryhmien kartee-
sisesta tulosta merkintää
∏n
i=1Gi = G1×G2×· · ·×Gn. Joukon
∏n
i=1Gi alkiot ovat järjes-
tettyjä n-jonoja (g1, g2, . . . , gn), missä gi ∈ Gi. Ilmenee, että
∏n
i=1Gi on ryhmä, kun las-
kutoimitus määritellään komponenteittain: jos (a1, a2, . . . , an), (b1, b2, . . . , bn) ∈
∏n
i=1Gi,
niin
(a1, a2, . . . , an)(b1, b2, . . . , bn) = (a1b1, a2b2, . . . , anbn).
Määritelmä 2.35. Oletetaan, että Gi on ryhmä kaikilla i, missä 1 ≤ i ≤ n. Karteesinen
tulo
∏n
i=1Gi varustettuna edellä kuvatulla laskutoimituksella on ryhmien Gi ulkoinen
suora tulo.
Lause 2.36. Ryhmien Gi ulkoinen suora tulo
∏n
i=1Gi on ryhmä.
Todistus. Tuloryhmän laskutoimituksen määritelmän nojalla laskutoimitus on liitännäi-
nen, ja tuloryhmä on laskutoimituksen suhteen suljettu. Tuloryhmän neutraalialkio on
(1, . . . , 1) ja (a1, . . . , an)−1 = (a−11 , . . . , a
−1
n ). Tuloryhmä
∏n
i=1Gi toteuttaa siis ryhmäak-
sioomat.
Esimerkki 2.37. Tarkastellaan reaalilukujen yhteenlaskuryhmää (R,+). Ryhmä R× R
koostuu vektoreista (x, y) varustettuna vektorien yhteenlaskulla:
(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2).
Käsitellään seuraavaksi tuloryhmän G =
∏n
i=1Gi sellaisia aliryhmiä, jotka ovat iso-
morﬁsia ryhmien Gi kanssa. Olkoon Mk ⊆ G joukko n-jonoja, jotka ovat muotoa
(e1, . . . , ek−1, gk, ek+1, . . . , en),
missä ei ∈ Gi ovat neutraalialkioita ja gk ∈ Gk. Joukot Mk ovat G:n aliryhmiä. Erityisesti
Mk ∼= Gk, koska kuvaus gk 7→ (e1, . . . , ek−1, gk, ek+1, . . . , en) on isomorﬁsmi.
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Esimerkki 2.38. Ryhmällä Z2 × Z5 on aliryhmät, jotka ovat isomorﬁsia ryhmien Z2 ja
Z5 kanssa.
Ilmenee, että jokainen ryhmän
∏n
i=1Gi alkio voidaan kirjoittaa yksikäsitteisellä tavalla
tulona aliryhmien Mk alkioista. Olkoon g = (g1, g2, . . . , gn) ∈ G. Merkitään
mi = (e1, . . . , ei−1, gi, ei+1, . . . , en)
kaikilla i, missä 1 ≤ i ≤ n. Tällöin g = m1m2 · · ·mn ja mi ∈ Mi kaikilla i. Voidaan siis
kirjoittaa G = M1M2 · · ·Mn. Esitys g = m1m2 · · ·mn on yksikäsitteinen siinä mielessä,
että tämä on ainoa tapa esittää alkio g aliryhmien Mi alkioiden tulona.
Lause 2.39. Olkoon G =
∏n
i=1Gi tuloryhmä ja olkoot Mi kuten yllä. Tällöin aliryhmät
Mi ovat normaaleja.
Todistus. Olkoon k ∈ {1, . . . , n}. Osoitetaan, että Mk on normaali käyttämällä normaali-
suuskriteeriä. Olkoot g = (g1, . . . , gn) ∈ G ja x = (1, . . . , xk, . . . , 1) ∈Mk. Tällöin
gxg−1 = (g1, . . . , gn)(1, . . . , xk, . . . , 1)(g1, . . . , gn)−1
= (g1g
−1
1 , . . . , gk−1g
−1
k−1, gkxkg
−1
k , gk+1g
−1
k+1, . . . , gng
−1
n )
= (1, . . . , 1, gkxkg
−1
k , 1, . . . , 1) ∈Mk.
Siis gMkg−1 ⊆Mk kaikilla g ∈ G ja siten Mk on ryhmän G normaali aliryhmä.
Määritelmä 2.40. Olkoon G ryhmä ja olkoot Mi E G, missä 1 ≤ i ≤ n. Ryhmä G
on normaalien aliryhmien Mi sisäinen suora tulo, jos jokaisella g ∈ G on yksikäsitteinen
esitys g = m1m2 · · ·mn, missä mi ∈Mi.
Täten jos G on ryhmien Gi ulkoinen suora tulo, niin G on myös normaalien aliryh-
miensä Mi sisäinen suora tulo, missä Mi ∼= Gi.
Ulkoinen suora tulo on rakennelma, sillä mielivaltaiselle äärelliselle kokoelmalle ryhmiä
voidaan aina määrittää niiden ulkoinen suora tulo. Sisäinen suora tulo sen sijaan on
ryhmän rakenteellinen ominaisuus. Näistä eroavuuksista huolimatta voidaan osoittaa, että
nämä käsitteet voidaan samastaa.
Tutkitaan ensin, milloin kokoelma normaaleja aliryhmiä on todellakin sisäinen suora
tulo.
Lause 2.41. Oletetaan, että G = M1M2 · · ·Mn, missä G on ryhmä ja Mi sen normaali
aliryhmä kaikilla 1 ≤ i ≤ n. Tällöin G on aliryhmien Mi sisäinen suora tulo, jos ja vain
jos
(M1M2 · · ·Mk−1) ∩Mk = 1
kaikilla 1 ≤ k ≤ n.
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Todistus. Oletetaan aluksi, että G on aliryhmien Mi sisäinen suora tulo. Olkoon k jokin
alaindeksi väliltä {1, . . . , n}. Oletetaan, että
x ∈ (M1M2 · · ·Mk−1) ∩Mk
Ensinnäkin x ∈ M1M2 · · ·Mk−1, joten x = a1a2 · · · ak−1 joillakin ai ∈ Mi. Alkiolla x
on siten hajotelma
x = a1a2 · · · an, missä ai =
{
ai ∈Mi, kun 0 ≤ i < k
1, kun k ≤ i ≤ n
Erityisesti ai ∈Mi kaikilla 1 ≤ i ≤ n.
Toisaalta x ∈Mk. Siispä alkiolla x on myös hajotelma
x = b1b2 · · · bn, missä bi =
{
x, kun i = k
1, kun i 6= k .
Nyt bi ∈ Mi kaikilla 1 ≤ i ≤ n. Tarkasteltavana on sisäinen suora tulo, joten kertoimet
ai ja bi ovat yksikäsitteisesti määrätyt. Yksikäsitteisyydestä seuraa ai = bi kaikilla i.
Erityisesti ak = bk. Hajotelmissa ak = 1 ja bk = x, joten x = bk = ak = 1. Näin ollen
(M1M2 · · ·Mk−1) ∩Mk = 1 kaikilla 1 ≤ k ≤ n.
Osoitetaan sitten väite toiseen suuntaan ja oletetaan, että (M1M2 · · ·Mk−1)∩Mk = 1
kaikilla 1 ≤ k ≤ n. Oletetaan, että x1x2 · · · xn = y1y2 · · · yn, missä xi, yi ∈ Mi kaikilla
1 ≤ i ≤ n. Halutaan osoittaa, että xi = yi kaikilla i, joten tehdään vastaoletus ja oletetaan,
etteivät kaikki tulon tekijät ole samoja. Olkoon k on suurin alaindeksi, jolla xk 6= yk.
Ainakin kahdella alaindeksillä pätee xi 6= yi, joten k > 1. Tällöin xi = yi kaikilla i > k.
Siten
x1x2 · · · xk = y1y2 · · · yk,
josta seuraa, että
xky
−1
k = (x1x2 · · ·xk−1)−1(y1y2 · · · yk−1).
Nyt (x1x2 · · · xk−1)−1, (y1y2 · · · yk−1) ∈ M1M2 · · ·Mk−1. Siten ykx−1k ∈ M1M2 · · ·Mk−1.
Kuitenkin ykx
−1
k on myös aliryhmän Mk alkio. Siis ykx
−1
k ∈ (M1M2 · · ·Mk−1) ∩Mk. Ole-
tuksen perusteella tämä leikkaus sisältää vain neutraalialkion. Siten ykx
−1
k = 1 eli yk = xk,
mikä on ristiriita sen kanssa, mitä alaindeksistä k oletettiin. Näin ollen xi = yi kaikilla i.
Ryhmä G on siten aliryhmien Mi sisäinen suora tulo.
Erityisesti, jos G on aliryhmien Mi sisäinen suora tulo, niin Mj ∩Mk = 1 kun j 6= k.
Lemma 2.42. Olkoon G ryhmä, jolla on normaalit aliryhmät M ja N . Oletetaan, et-
tä M ∩ N = 1. Tällöin kaikki aliryhmän M alkiot kommutoivat kaikkien aliryhmän N
alkioiden kanssa.
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Todistus. Olkoot m ∈ M ja n ∈ N . Tutkitaan, milloin nm = nm eli m−1n−1mn = 1.
Normaalisuuskriteerin nojalla n−1mn ∈M . Siten
m−1(n−1mn) ∈M.
Toisaalta vastaavasti m−1n−1m ∈ N ja (m−1n−1m)n ∈ N . Siten m−1n−1mn ∈ M ∩ N .
Oletuksen perusteella M ∩N = 1 ja siten m−1n−1mn = 1. Yhtäpitävästi mn = nm eli m
ja n kommutoivat.
Lause 2.43. Oletetaan, että G on aliryhmien Mi sisäinen suora tulo, missä 1 ≤ i ≤ n.
Tällöin G on isomorﬁnen ryhmien Mi ulkoisen suoran tulon kanssa.
Todistus. Muodostetaan kuvaus θ ulkoisesta tuloryhmästä
∏n
i=1Mi ryhmään G asetta-
malla
θ(m1,m2, . . . ,mn) = m1m2 · · ·mn.
Tällöin θ on bijektio, sillä jokainen sisäisen suoran tulon G alkio on yksikäsitteisesti muo-
toa m1m2 · · ·mn, missä mi ∈Mi.
Osoitetaan sitten, että kuvaus θ on isomorﬁsmi. Oletetaan, että x = (x1, x2, . . . , xn)
ja y = (y1y2, . . . , yn) ovat ryhmän
∏n
i=1Mi alkioita. Huomataan, että
θ(x)θ(y) = (x1x2 · · ·xn)(y1y2 · · · yn) = x1y1x2y2 · · ·xnyn = θ(xy),
sillä xi ja yj kommutoivat lemman 2.42 nojalla aina, kun i 6= j. Homomorﬁaehto pätee
kuvaukselle θ ja se on siten isomorﬁsmi.
Ulkoinen ja sisäinen suora tulo voidaan siis samastaa. Käytetään molemmista lyhyem-
pää nimitystä suora tulo. Käytetään merkintää M1×M2×· · ·×Mn myös sisäisistä suorista
tuloista.
Olkoot Gi, missä i ∈ {1, . . . , n} ryhmiä. Olkoon σ ∈ Sn permutaatio. Tuloryhmät
G1 ×G2 × · · · ×Gn ja Gσ(1) ×Gσ(2) × · · · ×Gσ(n)
ovat isomorﬁsia. On siis perusteltua kutsua ryhmää G aliryhmiensä suoraksi tuloksi mää-
rittelemättä näille aliryhmille järjestystä.
Lause 2.44. Oletetaan, että Gi on ryhmä ja NiEGi kaikilla 1 ≤ i ≤ n. Tällöin normaa-
lien aliryhmien suora tulo N =
∏n
i=1Ni on suoran tulon G =
∏n
i=1Gi normaali aliryhmä.
Tekijäryhmä G/N on isomorﬁnen tekijäryhmien Gi/Ni suoran tulon
∏n
i=1Gi/Ni kanssa.
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Todistus. Ryhmien Ni suora tulo on ryhmä ja N ⊆ G, joten N on suoran tulon G ali-
ryhmä. Olkoon x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ N ja g = (g1, g2, . . . , gn) ∈ G. Oletuksen nojalla
Ni EGi kaikilla i, joten
gxg−1 = (g1x1g−11 , g2x2g
−1
2 , . . . , gnxng
−1
n ) ∈ N1 ×N2 × · · · ×Nn = N
normaalin aliryhmän ominaisuuksien perusteella. Aliryhmä N on siten normaali.
Todistetaan sitten, että tekijäryhmä G/N on isomorﬁnen tekijäryhmien Gi/Ni suoran
tulon kanssa. Määritellään homomorﬁsmi
ϕ : G→ G1/N1 ×G2/N2 × · · · ×Gn/Nn, (g1, . . . , gn) 7→ (g1N1, . . . , gnNn).
Homomorﬁsmi ϕ on surjektio. Sen ydin on N =
∏n
i=1Ni. Niinpä homomorﬁalauseen 2.28
nojalla G/N ∼= ∏ni=1Gi/Ni.
Lause 2.45. Oletetaan, että Gi on ryhmä kaikilla 1 ≤ i ≤ n. Suoran tulon G =
∏n
i=1Gi
keskus on tällöin ryhmien Gi keskuksien suora tulo eli Z(G) =
∏n
i=1 Z(Gi).
Todistus. Oletetaan ensin, että z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Z(G). Oletetaan, että i ∈ {1, . . . , n}
ja gi ∈ Gi. Merkitään
g = (1, 1, . . . , 1, gi, 1, . . . , 1).
Nyt gz = zg ja erityisesti zigi = gizi. Siten zi ∈ Z(Gi). Näin ollen
(z1, z2, . . . , zn) ∈ Z(G1)× Z(G2)× · · · × Z(Gn).
Siten Z(G) ⊆∏ni=1 Z(Gi).
Olkoot sitten
z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Z(G1)× Z(G2)× · · · × Z(Gn)
ja g = (g1, g2, . . . , gn) ∈ G. Tällöin
zg = (z1, z2, . . . , zn)(g1, g2, . . . , gn) = (z1g1, z2g2, . . . , zngn).
Nyt zi ∈ Z(Gi) kaikilla 1 ≤ i ≤ n, joten zigi = gizi kaikilla 1 ≤ i ≤ n. Niinpä
zg = (z1g1, z2g2, . . . , zngn) = (g1z1, g2z2, . . . , gnzn) = gz.
Siis z ja g kommutoivat ja siten z ∈ Z(G). Niinpä ∏ni=1 Z(Gi) ⊆ Z(G).
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Luku 3
Sylowin teoria jap-ryhmät
Norjalaisen matemaatikon Ludwig Sylowin (18321918) vuonna 1872 löytämät ja hänen
nimeään kantavat lauseet ovat perustana lähes kaikelle äärelliselle ryhmäteorialle. Sylow
esitteli lauseet permutaatioryhmien käsitteistöllä, koska ryhmän abstraktia määritelmää
ei vielä tuolloin ollut yleisessä käytössä. [2] Nilpotentit ryhmät voidaan määritellä myös
Sylowin aliryhmien avulla, kuten tämän työn viimeisessä luvussa tehdään.
Cauchyn ja Sylowin lauseet esitetään historiallisessa järjestyksessään seuraten Fraleig-
hia [2], joka antaa tunnustuksen näistä todistuksista R. J. Nunkelle.
Sylowin aliryhmät ovat rakenteeltaan p-ryhmiä, joten aloitetaan Sylowin teorian tar-
kastelu esittelemällä ensin p-ryhmät. Tässä luvussa käsiteltävät ryhmät ovat äärellisiä.
3.1 Cauchyn lause ja p-ryhmät
Määritelmä 3.1. Olkoon p alkuluku. Ryhmää kutsutaan p-ryhmäksi jos sen jokaisen
alkion kertaluku on pn jollakin n ∈ N. Aliryhmää kutsutaan p-aliryhmäksi jos se on
rakenteeltaan p-ryhmä.
Lauseessa 3.4 saatava numeerinen tulos on perustana tässä työssä esiteltäville Cauc-
hyn ja Sylowin lauseiden todistuksille. Nämä lauseet ovat vaivattomia todistaa, kunhan
sovelletaan lausetta 3.4 sopiviin joukkoihin ja toimintoihin. Vanhempiin, ja muihin kirjal-
lisuudessa esitettäviin todistuksiin verrattuna (ks. vaikkapa [1] ja [3]) tämä todistusketju
on huomattavan intuitiivinen ja tyylikäs.
Määritellään aluksi ryhmän G toiminnan G-invariantit alkiot sillä tuon tärkeän lauseen
3.4 sisältö liittyy niihin.
Määritelmä 3.2. Olkoon G ryhmä, joka toimii joukossa X. Alkio x ∈ X onG-invariantti,
jos gx = x kaikilla g ∈ G. Käytetään G-invarianttien alkioiden muodostamalle joukolle
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merkintää
XG = {x ∈ X | gx = x kaikilla g ∈ G}.
Esimerkki 3.3. Olkoon H = {(1), (12)}. Joukko H on ryhmän S4 aliryhmä, joten se
toimii joukossa X = {1, 2, 3, 4}. Huomataan, että alkiot 3 ja 4 ovat H-invariantteja ja
XH ={3,4}.
Lause 3.4. Olkoon p alkuluku. Oletetaan, että P on p-ryhmä, joka toimii äärellisessä
joukossa X. Tällöin |X| ≡ |XP | (mod p).
Todistus. Olkoon m joukon X ratojen lukumäärä. Koska X on äärellinen, on myös m
äärellinen. Valitaan jokaisesta radasta yksi piste xi ∈ X, i ∈ {1, . . . ,m}. Radat muodos-
tavat joukon X osituksen, joten jokainen xi kuuluu tasan yhteen rataan. Tämän nojalla
|X| =∑mi=1 |Pxi|. Toisaalta
XP = {x ∈ X | ax = x, kaikilla a ∈ P} = {x ∈ X | |Px| = 1}.
Olkoon O = {Px | x ∈ X ja |Px| > 1} niiden joukon X ratojen joukko, jotka eivät
ole yksiöitä. Nyt
|X| = |XP |+
∑
A∈O
|A| eli |X| − |XP | =
∑
A∈O
|A|.
Ratojen kertaluvut |A| ovat lauseiden 2.12 ja 2.11 perusteella ryhmän G kertaluvun eli
luvun pn tekijöitä kaikilla A ∈ O. Lisäksi |A| 6= 1 kaikilla A ∈ O. Alkulukuna p jakaa siten
kaikki kertaluvut |A| ja edelleen erotuksen |X| − |XP |. Siten |X| ≡ |XP | (mod p).
Cauchyn lauseen todistuksessa seurataan J. H. McKayn ryhmän toimintoja käyttävää
todistusta [5].
Lause 3.5. (Cauchy) Olkoon G ryhmä. Olkoon p luvun |G| alkulukutekijä. Tällöin ryh-
mässä G on alkio, jonka kertaluku on p.
Todistus. Todistuksessa käytetään karteesisen tulon Gp = G×G× · · · ×G osajoukkoa
Y = {(g1, g2, . . . , gp) | gi ∈ G, g1g2 · · · gp = 1}.
Tarkastellaan symmetrisen ryhmään Sp kuuluvaa permutaatiota σ = (12 · · · p). Alkion σ
virittämä aliryhmä 〈σ〉 ≤ Sp toimii joukossa Gp permutoimalla komponenttien gi järjes-
tystä, kun asetetaan
σ(g1, g2, . . . , gp) = (gσ(1), gσ(2), . . . , gσ(p)) = (g2, . . . , gp, g1).
Osoitetaan, että ryhmä 〈σ〉 toimii myös joukossa Y . Olkoon (g1, g2, . . . , gp) ∈ Y . Nyt
pätee g1g2 · · · gp = 1 ja siten g2 · · · gp = g−11 . Nyt σ(g1, g2, . . . , gp) kuuluu joukkoon Y ,
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koska g2 · · · gpg1 = g−11 g1 = 1. Näin ollen joukko Y on suljettu permutaation σ ja sen
potenssien suhteen.
Oletetaan, että y ∈ Y on 〈σ〉-invariantti alkio. Jotta y olisi 〈σ〉-invariantti, niin sen
jokaisen komponentin tulee olla sama kuin edellisen. Näin ollen y = (a, . . . , a) jollakin
a ∈ G. Lisäksi ap = 1, koska y ∈ Y . Koska p on alkuluku, joko a = 1 tai alkion a
kertaluku ryhmässä G on p. Väitteen todistamiseksi riittää siis osoittaa, että joukossa Y
on p-jonon (1, . . . , 1) lisäksi jokin muu 〈σ〉-invariantti alkio.
Osoitetaan siis, että |Y〈σ〉| > 1. Joukon Y mahtavuus on |Y | = |G|p−1, sillä komponentit
g1, . . . , gp−1 voidaan valita mielivaltaisesti ja ne yksikäsitteisesti määrittelevät alkion
gp = (g1 · · · gp−1)−1 = g−1p−1 · · · g−11 .
Koska luku p jakaa kertaluvun |G|, jakaa se näin ollen myös luvun |Y |. Toisaalta lauseen
3.4 perusteella |Y | ≡ |Y〈σ〉| (mod p), joten p jakaa erotuksen |Y | − |Y〈σ〉| ja siten myös
luvun |Y〈σ〉|. Joukon Y alkio (1, . . . , 1) on 〈σ〉-invariantti, joten Y〈σ〉 on epätyhjä joukko ja
siinä on siis vähintään p > 1 alkiota. Edeltävän kappaleen perusteella ryhmän G jonkin
alkion kertaluku on siten p.
Lause 3.6. Olkoon G ryhmä ja p alkuluku. Ryhmä G on p-ryhmä, jos ja vain jos sen
kertaluku on pm jollakin m ∈ N.
Todistus. Oletetaan, että G on p-ryhmä. Olkoon q alkuluku, joka jakaa luvun |G|. Cauchyn
lauseen perusteella ryhmässä G on alkio g ∈ G, jonka kertaluku on q. Toisaalta jokaisen
ryhmän G alkion kertaluku on pn jollakin n ∈ N, koska G on p-ryhmä. Siten q = p ja p
on ainoa alkuluku, joka on luvun |G| tekijä. Siis |G| = pm jollakin m ∈ N.
Oletetaan sitten, että |G| = pm jollakin m ∈ N. Olkoon g ∈ G. Tällöin kertaluku |〈g〉|
on Lagrangen lauseen 2.11 perusteella luvun pm tekijä. Kertaluku |〈g〉| on siis luvun p
potenssi. Näin ollen G on p-ryhmä.
Seuraavaa lemmaa tarvitaan Sylowin I lauseen todistuksessa.
Lemma 3.7. Olkoon G ryhmä ja p alkuluku. Oletetaan, että H ≤ G ja H on p-aliryhmä.
Tällöin |NG(H) : H| ≡ |G : H| (mod p).
Todistus. Olkoon L aliryhmän H vasempien sivuluokkien joukko. Tällöin |G : H| = |L|.
Määritellään ryhmän H toiminta joukossa L vastaavasti kuin esimerkissä 2.10 asettamalla
h(gH) = (hg)H, missä h ∈ H ja g ∈ G. Tarkastellaan H-invarianttien sivuluokkien
joukkoa LH . Lauseen 3.4 nojalla
|LH | ≡ |L| = |G : H| (mod p).
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Väite voidaan nyt todistaa osoittamalla, että
|LH | = |NG(H) : H|.
Osoitetaan aluksi, että
gH ∈ LH , jos ja vain jos gH ⊂ NG(H).
Olkoon g ∈ G sellainen, että gH ∈ LH . Tällöin h(gH) = gH eli
(g−1hg)H = H kaikilla h ∈ H.
Nyt g−1hg ∈ H kaikilla h ∈ H. Tällöin g−1 ∈ NG(H), koska g−1hg = g−1h(g−1)−1
riippumatta alkiosta h. Näin ollen g ∈ NG(H) ja gH ⊂ NG(H), koska NG(H) on ryhmä,
joka sisältää aliryhmän H.
Olkoon g′ ∈ G sitten sellainen, että g′H ⊂ NG(H). Nyt erityisesti g′1 ∈ NG(H), joten
g′ ∈ NG(H). Nyt g′−1Hg′ = H ja näin ollen g′−1hg′ ∈ H kaikilla h ∈ H. Niinpä hg′ ∈ g′H
ja siten h(g′H) = g′H kaikilla h ∈ H. Nyt g′H ∈ LH .
Edellisen nojalla joukko LH koostuu niistä aliryhmän H vasemmista sivuluokista, jotka
sisältyvät normalisoijaan NG(H). Tällaisten sivuluokkien määrä on indeksi |NG(H) : H|.
Näin ollen |LH | = |NG(H) : H|.
3.2 Sylowin lauseet
Määritelmä 3.8. Olkoon G ryhmä. Olkoon p luvun |G| alkulukutekijä. Ryhmän G ali-
ryhmä P on Sylowin p-aliryhmä, jos p
∣∣|P | ja p 6 ∣∣ |G : P |.
Ryhmän G kertaluku voidaan esittää muodossa pnm, jossa luvuilla p jam ei ole yhteisiä
tekijöitä. Sylowin p-aliryhmiä ovat ne aliryhmät, joiden kertaluku on pn.
Esimerkki 3.9. Symmetrisen ryhmän S4 kertaluku on |S4| = 4! = 24 = 3123. Sylowin
3-aliryhmät muodostuvat identiteettikuvauksesta ja kolmen alkion kierroista, joissa yksi
alkio pysyy paikallaan. Ryhmän S4 Sylowin 3-aliryhmät ovat
P1 = {(1), (234), (243)}, P2 = {(1), (134), (143)},
P3 = {(1), (124), (142)} ja P4 = {(1), (123), (132)}.
Neliön symmetriaryhmän
D8 = {(1), (13), (24), (13)(24), (12)(34), (14)(23), (1234), (1432)}
kertaluku on 8 = 23, joten se on eräs Sylowin 2-aliryhmä ryhmässä S4.
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Lause 3.10. (Sylow I) Olkoon G ryhmä. Olkoon p luvun |G| alkulukutekijä. Tällöin ryh-
mällä G on vähintään yksi Sylowin p-aliryhmä.
Todistus. On olemassa n ≥ 1, jolle |G| = pnm ja p 6 | m. Osoitetaan, että jokaiselle
k ∈ {1, 2, . . . , n} on olemassa ryhmän G aliryhmä, jonka kertaluku on pk. Tehdään tämä
induktiolla luvun k suhteen.
Cauchyn lauseen 3.5 perusteella ryhmässä G on alkio a, jonka kertaluku on p. Alkion
a virittämän aliryhmän 〈a〉 kertaluku on p. Väite siis pätee, kun k = 1.
Tehdään induktio-oletus. Oletetaan, että K ≤ G ja |K| = pk, missä k < n. Osoitetaan,
että tällöin on olemassa sellainen ryhmän G aliryhmä, jonka kertaluku on pk+1.
Lemman 3.7 perusteella |G : K| ≡ |NG(K) : K| (mod p). Lisäksi p
∣∣|G : K|, koska
k < n. Siten p
∣∣|NG(K) : K|. Toisaalta normalisoijan määritelmän perusteella tekijäryhmä
NG(K)/K on olemassa ja sen kertaluku on |NG(K) : K|. Nyt p
∣∣|NG(K)/K| ja Cauchyn
lauseesta 3.5 seuraa, että on olemassa tämän tekijäryhmän aliryhmä H, jonka kertaluku
on p.
Muodostetaan kanoninen homomorﬁsmi γ : NG(K) → NG(K)/K, γ(a) = aK. Jokai-
sen alkion alkukuvan mahtavuus kuvauksessa γ on |K| = pk, joten |γ−1H| = p ·pk. Lisäksi
aliryhmän alkukuva γ−1H on ryhmän NG(K) ja siten ryhmän G aliryhmä, koska γ on
homomorﬁsmi.
Väite siis pätee luvulle k+1 ja siten kaikille luvuille k ∈ {1, 2, . . . , n}.
Lause 3.11. (Sylow II) Olkoon G ryhmä. Olkoon p luvun |G| alkulukutekijä. Tällöin
ryhmän G Sylowin p-aliryhmät ovat konjugaatteja keskenään.
Todistus. Olkoot P1, P2 ≤ G Sylowin p-aliryhmiä. Osoitetaan, että ne ovat konjugaatteja.
Olkoon L aliryhmän P1 kaikkien vasempien sivuluokkien joukko ja tarkastellaan esi-
merkkiä 2.10 mukaillen aliryhmän P2 toimintaa joukossa L. Tässä toiminnassa pätee
p2(gP1) = (p2g)P1, kaikilla p2 ∈ P2 ja g ∈ G. Lauseen 3.4 mukaan |L| ≡ |LP2| (mod p).
Lisäksi Sylowin p-aliryhmälle P1 pätee p 6
∣∣ |G : P1| = |L|. Siten |LP2| 6≡ 0 (mod p), joten
|LP2 | > 0. Nyt tiedetään, että LP2 on epätyhjä.
Tarkastellaan tätä P2-invarianttien sivuluokkien joukkoa LP2 . Olkoon x ∈ G sellainen,
että xP1 ∈ LP2 . Sivuluokka xP1 on P2-invariantti, joten kaikilla p2 ∈ P2 pätee p2xP1 = xP1
ja yhtäpitävästi x−1p2xP1 = P1. Siten x−1p2x ∈ P1 kaikilla p2 ∈ P2 eli
x−1P2x ⊂ P1.
Koska konjugointikuvaus on bijektio, joukoissa x−1P2x ja P2 on yhtä monta alkiota. Lisäksi
Sylowin p-aliryhmille pätee |P1| = |P2|. Joukoissa x−1P2x ja P1 on siis yhtä monta alkiota,
joten x−1P2x = P1.
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Lause 3.12. (Sylow III) Olkoon G ryhmä. Olkoon p luvun |G| alkulukutekijä. Olkoon np
ryhmän G Sylowin p-aliryhmien lukumäärä ja olkoon P eräs Sylowin p-aliryhmä. Tällöin
np ≡ 1 (mod p). Lisäksi np on indeksin |G : P | tekijä.
Todistus. Olkoon P kaikkien Sylowin p-aliryhmien joukko ryhmässä G ja oletetaan, että
A ∈ P . Tarkastellaan kuvausta A × P → P , (a,H) 7→ aHa−1. Sylowin II lauseen perus-
teella maalijoukoksi voidaan tosiaankin valita P . Tämä konjugointikuvaus on toiminta,
koska ykkösalkio kuvaa aliryhmät itselleen ja a(bHb−1)a−1 = (ab)H(ab)−1 kaikilla a, b ∈ A
ja H ∈ P .
Lauseen 3.4 perusteella |PA| ≡ |P| (mod p). Todistetaan väite 1 ≡ |P| (mod p) näyt-
tämällä, että
|PA| = 1 eli PA = {A}.
Oletetaan, että B ∈ PA. Nyt B on siis A-invariantti aliryhmä. Tällöin xBx−1 = B kaikilla
x ∈ A. Siten A ⊂ NG(B).
Aliryhmät A ja B ovat Sylowin p-aliryhmiä ryhmässä G ja näin ollen myös pienemmäs-
sä ryhmässä NG(B) ≤ G, johon ne molemmat sisältyvät. Sylowin II lauseen perusteella
ne ovat siten konjugaatteja ryhmässä NG(B). Nyt on siis olemassa n ∈ NG(B), jolle pä-
tee nBn−1 = A. Toisaalta lemman 2.20 perusteella B ENG(B), joten nBn−1 = B. Siten
A = B ja PA = {A}. Tämä todistaa ensimmäisen väitteen.
Todistetaan sitten, että np on indeksin |G : P | tekijä. Näytetään, että np = |G : NG(P )|
ja osoitetaan, että luku |G : NG(P )| on indeksin |G : P | tekijä.
Samalla tavalla kuin edellä konjugointikuvaus G × P → P , (g,H) 7→ gHg−1 on toi-
minta joukossa P . Tässä toiminnassa aliryhmän P rata on GP = P . Lauseen 2.12 perus-
teella |P| = |GP | = |G : GP |. Toisaalta aliryhmän P vakauttaja on GP = NG(P ). Nämä
havainnot yhdistämällä saadaan np = |P| = |G : NG(P )|.
Soveltamalla Lagrangen lausetta 2.11 aliryhmäketjuun P ≤ NG(P ) ≤ G saadaan
|G| = |NG(P )||G : NG(P )| ja |NG(P )| = |P ||NG(P ) : P |. Yhdistetään nämä yhtälöt
muotoon |G| = |P ||NG(P ) : P ||G : NG(P )|. Toisaalta |G| = |P ||G : P |, kun sovelletaan
Lagrangen lausetta aliryhmään P ≤ G. Siispä
|P ||G : P | = |G| = |P ||NG(P ) : P ||G : NG(P )|.
Jaetaan tämä puolittaen yhteisellä tekijällä |P |, jolloin päädytään tulokseen
|G : P | = |NG(P ) : P ||G : NG(P )|.
Näin ollen np = |G : NG(P )| on indeksin |G : P | tekijä.
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Esimerkki 3.13. Yritetään löytää kaikki symmetrisen ryhmän S4 Sylowin 2-aliryhmät.
Eräs näistä on neliön symmetriaryhmä
D8 = {(1), (13), (24), (13)(24), (12)(34), (14)(23), (1234), (1432)}.
Olkoon n2 ryhmän S4 Sylowin 2-aliryhmien lukumäärä. Sylowin kolmannen lauseen mu-
kaan n2 ≡ 1 (mod 2). Lisäksi n2 on indeksin |S4 : D8| = 3 tekijä. Luku n2 on siis luvun 3
pariton tekijä, joten Sylowin 2-aliryhmiä on näin ollen joko 1 tai 3 kappaletta.
Yritetään löytää muut Sylowin 2-aliryhmät konjugoimalla ryhmää D8 soveltaen Sy-
lowin II lausetta. Aliryhmänä D8 on kahden alkion virittämä, sillä
D8 = 〈(13), (14)(23)〉 .
Konjugoimalla virittäjiä ryhmän D8 ulkopuolisella alkiolla (12) saadaan
(12)(13)(12)−1 = (23) ja
(12)((14)(23))(12)−1 = (13)(24).
Näiden alkioiden virittämä ryhmä on
P1 = 〈(23), (13)(24)〉 = {(1), (14), (23), (14)(23), (13)(24), (12)(34), (1243), (1342)}.
Aliryhmässä P1 on kahdeksan alkiota, joten se on Sylowin 2-aliryhmä.
Kolmas Sylowin 2-aliryhmä löydetään samanlaisella menettelyllä. Konjugoidaan ryh-
män D8 virittäjiä alkiolla (14):
(14)(13)(14)−1 = (34) ja
(14)((14)(23))(14)−1 = (23)(14).
Näiden alkioiden virittämä aliryhmä on
P2 = 〈(34), (14)(23)〉 = {(1), (12), (34), (14)(23), (13)(24), (12)(34), (1324), (1423)}.
Ryhmän S4 Sylowin 2-aliryhmät ovat siis
D8 = {(1), (13), (24), (13)(24), (12)(34), (14)(23), (1234), (1432)},
P1 = {(1), (14), (23), (14)(23), (13)(24), (12)(34), (1243), (1342)} ja
P2 = {(1), (12), (34), (14)(23), (13)(24), (12)(34), (1324), (1423)}.
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Luku 4
Nilpotentit ryhmät
4.1 Keskusjonot
Aloitetaan nilpotenttien ryhmien tarkastelu käsittelemällä aliryhmäjonoja. Sujuvuuden
vuoksi tästä lähin käytetään triviaalista aliryhmästä merkintää 1 = 〈1〉.
Määritelmä 4.1. Ryhmän G aliryhmäjono on äärellinen jono aliryhmiä Hi, joille pätee
1 = H0 ⊆ H1 ⊆ H2 ⊆ · · · ⊆ Hn = G.
Määritelmä 4.2. Ryhmän G aliryhmäjonoa (Ni)0≤i≤n kutsutaan normaaliksi jonoksi,
jos kaikki sen jäsenet ovat normaaleja ryhmässä G.
Huomaa, että kirjallisuudessa esiintyy myös muita määritelmiä normaalille jonolle.
(ks. esim. [6], s. 39)
Normaalin jonon jokainen jäsen Ni on seuraavan jäsenen Ni+1 normaali aliryhmä eli
Ni E Ni+1. Jäsen Ni+1 sisältyy nimittäin edellisen jäsenen normalisoijaan NG(Ni) = G.
Peräkkäisten jäsenten tekijäryhmät Ni+1/Ni ovat siis määriteltyjä normaaleissa jonoissa,
kun i < n.
Normaalin aliryhmän normaali aliryhmä ei kuitenkaan välttämättä ole koko ryhmän
normaali aliryhmä, sillä aliryhmän normaalisuus ei ole transitiivinen relaatio. Esimer-
kiksi 〈(13)〉 ei ole normaali ryhmässä D8, mutta D8 B 〈(13), (24)〉 B 〈(13)〉. Ryhmän D8
aliryhmäjono 1 ⊂ 〈(13)〉 ⊂ 〈(13), (24)〉 ⊂ D8 ei siis ole normaali jono.
Määritelmä 4.3. Normaalin jonon 1 = N0 ⊆ N1 ⊆ · · · ⊆ Nn = G tekijäryhmiä Ni+1/Ni
kutsutaan jonon tekijöiksi. Jonon pituus on epätriviaalien tekijöiden lukumäärä, joka puo-
lestaan on sama kuin aitojen sisältyvyyksien lukumäärä jonossa.
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Määritelmä 4.4. Ryhmän G normaali jono (Ni)0≤i≤n on keskusjono, jos sen kaikille
epätriviaaleille tekijöille Ni/Ni−1, 1 ≤ i ≤ n pätee Ni/Ni−1 ⊆ Z(G/Ni−1). Tätä ehtoa
kutsutaan keskusjonoehdoksi. Ryhmä on nilpotentti, jos sillä on keskusjono.
Keskusjonojen tarkastelun sujuvuuden vuoksi tästä lähin samastetaan isomorﬁset ryh-
mät. Esimerkiksi voidaan merkitä G/ 〈1〉 = G/1 = G.
Esimerkki 4.5. Kvaternioryhmä Q8 osoittautuu nilpotentiksi. Sillä on normaali jono
1 ⊆ 〈−1〉 ⊆ Q8. Osoitetaan, että tämä on myös keskusjono. Keskusjonoehto pätee ensim-
mäiselle tekijälle 〈−1〉 /1, sillä esimerkin 2.34 perusteella
〈−1〉 /1 = 〈−1〉 = Z(Q8) = Z(Q8/1).
Tarkastellaan sitten tekijää Q8/ 〈−1〉. Tässä tekijäryhmässä on neljä alkiota. Kaikki nel-
jän alkion ryhmät ovat vaihdannaisia, joten Q8/ 〈−1〉 on vaihdannainen ryhmä. Siispä
Q8/ 〈−1〉 = Z(Q8/ 〈−1〉) ja keskusjonoehto pätee myös normaalin jonon jälkimmäiselle
tekijälle Q8/ 〈−1〉. Normaali jono 1 ⊆ 〈−1〉 ⊆ Q8 on täten keskusjono, ja Q8 on nilpotentti
ryhmä.
Esimerkki 4.6. Olkoon G ryhmä ja G/Z(G) Abelin ryhmä. Tällöin ryhmällä G on
normaali jono 1 ⊆ Z(G) ⊆ G. Keskusjonoehto pätee ensimmäiselle tekijälle Z(G)/1,
sillä Z(G)/1 = Z(G) = Z(G/1). Jälkimmäiselle tekijälle pätee G/Z(G) = Z(G/Z(G)) eli
keskusjonoehto pätee myös sille. Ryhmä G on siis nilpotentti. Erityisesti Abelin ryhmät
ovat nilpotentteja.
Esimerkki 4.7. Tutkitaan Heisenbergin ryhmää H3(R), missä R on rengas. Esimerkissä
2.33 löydettiin Heisenbergin ryhmälle keskus
Z(H3(R)) =

1 0 z0 1 0
0 0 1
∣∣∣ z ∈ R
 .
Merkitään Z = Z(H3(R)). Osoitetaan, että H3(R)/Z on Abelin ryhmä. Olkoot AZ ja
BZ sivuluokkia tekijäryhmässä H3(R)/Z. Nyt siis A,B ∈ H3(R). Voidaan merkitä
A =
1 a c0 1 b
0 0 1
 ja B =
1 d f0 1 e
0 0 1
 .
Tällöin AB =
1 a+ d c+ f + ae0 1 b+ e
0 0 1
 ja BA =
1 a+ d c+ f + db0 1 b+ e
0 0 1
 .
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Matriisikertolaskun ominaisuuksista seuraa
AB
1 0 db− ae0 1 0
0 0 1
 = BA.
Siten (AB)−1BA ∈ Z, joten matriisit AB ja BA kuuluvat samaan aliryhmän Z sivuluok-
kaan eli (AB)Z = (BA)Z. Edeltävän tarkastelun perusteella
AZ ·BZ = (AB)Z = (BA)Z = BZ · AZ.
Alkiot AZ ja BZ siis kommutoivat, joten tekijäryhmä H3(R)/Z on Abelin ryhmä. Siten
H3(R) on esimerkin 4.6 perusteella nilpotentti ryhmä.
Esimerkki 4.8. Alternoiva ryhmä A5 ei ole nilpotentti. Sillä ei ole epätriviaalia normaalia
aliryhmää (ks. [1], s. 250), eikä näin ollen myöskään epätriviaalia normaalia jonoa. Ainoa
normaali jono on 1 ⊆ A5. Ryhmä A5 ei ole vaihdannainen, joten sen keskus on aito
aliryhmä. Tekijä A5/1 = A5 ei siten sisälly keskukseen Z(A5/1) = Z(A5). Niinpä ryhmällä
A5 ei ole keskusjonoa, eikä se siten ole nilpotentti.
4.2 Ylemmät keskusjonot
Esitellään seuraavaksi menetelmä, jolla annetun ryhmän G keskusjonoa voidaan etsiä.
Asetetaan ensin Z0 = 1 ja Z1 = Z(G). Sen jälkeen toinen keskus Z2 saadaan yhtälöstä
Z2/Z1 = Z(G/Z1).
Aliryhmä Z2 on lemman 2.25 nojalla olemassa ja normaali. Vastaavalla tavalla saadaan
jonon loput jäsenet rekursiivisesti yhtälöistä Zi+1/Zi = Z(G/Zi). Aliryhmistä Zi voidaan
tarvittaessa käyttää myös merkintää Zi(G).
Määritelmä 4.9. Edeltävällä tavalla muodostettu jono
Z0 ⊆ Z1 ⊆ Z2 ⊆ · · ·
on ryhmän G ylempi keskusjono.
Äärellisen ryhmän tapauksessa ylemmässä keskusjonossa on äärellinen määrä aitoja
sisältyvyyksiä. Näin ollen ylemmän keskusjonon pituus on määritelmän 4.3 nojalla äärel-
linen, vaikka siinä on ääretön määrä jäseniä. Puhuttaessa ylemmästä keskusjonosta tar-
koitetaan yllensä sellaista jonoa, josta jonon lopun ääretön häntä triviaaleja tekijöitä on
katkaistu pois. Esimerkiksi ylempi keskusjono
1 = Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ · · · ⊂ Zn = Zn+1 = Zn+2 = · · ·
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saa pelkistetyn muodon
1 = Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ · · · ⊂ Zn.
Esimerkki 4.10. Tarkastellaan Paulin matriiseja
X = σ1 =
(
0 1
1 0
)
, Y = σ2 =
(
0 −i
i 0
)
ja Z = σ3 =
(
1 0
0 −1
)
.
Paulin matriisit virittävät Paulin ryhmän
P = 〈X, Y, Z〉 = {±I,±iI,±X,±iX,±Y,±iY,±Z,±iZ}.
Paulin ryhmän kertaluku on 16. Seuraavat lainalaisuudet pätevät ryhmässä P :
XY = iZ, Y Z = −iZ,
Y Z = iX, ZY = −iX,
ZX = iY, ja XZ = −iY.
Muodostetaan seuraavaksi ylempi keskusjono ryhmälle P . Aloitetaan tämä osoitta-
malla, että ryhmän P keskus on neljän alkion syklinen ryhmä 〈iI〉 = {I, iI,−I,−iI}.
Aliryhmän 〈iI〉 alkiot kommutoivat kaikkien 2× 2-matriisien kanssa, joten 〈iI〉 ⊆ Z(P ).
Pitää siis vielä näyttää, että Z(P ) ⊆ 〈iI〉. Tehdään tämä osoittamalla, että yksikään jou-
kon P \ 〈iI〉 alkio ei ole keskuksen alkio. Kaikki joukon P \ 〈iI〉 alkiot voidaan esittää
muodossa aX, aY tai aZ, missä a ∈ C4 = {1, i,−1,−i}. Olkoot α, β, γ ∈ C4. Tällöin
(αX)(βY ) = αβiZ 6= −αβiZ = (βY )(αX) ja
(γZ)(αX) = αγiY 6= −αγiY = (αX)(γZ).
Yksikään joukon P \ 〈iI〉 alkio siis ei ole keskusalkio. Näin ollen Z(P ) = 〈iI〉.
Paulin ryhmän ylemmässä keskusjonossa on nyt siis Z1 = Z(P ) ja |Z1| = 4. Ylem-
män keskusjonon seuraava jäsen Z2 saadaan kaavasta Z2/Z1 = Z(P/Z1). Ryhmän P/Z1
kertaluku on 4, sillä |P |/|Z1| = 16/4 = 4. Neljän alkion ryhmät ovat vaihdannaisia, joten
Z(P/Z1) = P/Z1 ja edelleen Z2 = P . Ylemmäksi keskusjonoksi on siis saatu
1 ⊂ 〈iI〉 ⊂ P.
Lause 4.11. Olkoon G nilpotentti ryhmä, jolla on keskusjono
1 = N0 ⊆ N1 ⊆ · · · ⊆ Nr = G
ja olkoon
Z0 ⊆ Z1 ⊆ Z2 ⊆ · · ·
ryhmän G ylempi keskusjono. Tällöin Ni ⊆ Zi kaikilla 0 ≤ i ≤ r ja erityisesti Zr = G.
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Todistus. Osoitetaan induktiolla alaindeksin i suhteen, että Ni ⊆ Zi kaikilla 0 ≤ i ≤ r.
Aluksi todetaan, että Z0 = 1 = N0. Oletetaan sitten, että Nk ⊆ Zk jollakin k < r.
Osoitetaan, että Nk+1 ⊆ Zk+1.
Aliryhmät Nk ja Zk ovat normaaleja ryhmässä G ja lisäksi induktio-oletuksen nojalla
Nk ⊆ Zk. Siten lauseen 2.30 todistuksen nojalla kuvaus ϕ : G/Nk → G/Zk, gNk 7→ gZk
on surjektiivinen homomorﬁsmi.
Keskusjonoehdon nojalla Nk+1/Nk sisältyy ryhmän G/Nk keskukseen. Kuvaus ϕ on
surjektiivinen homomorﬁsmi, joten se kuvaa ryhmän G/Nk keskuksen alkiot ryhmän G/Zk
keskukseen. Siten ϕ(Nk+1/Nk) ⊆ Z(G/Zk). Ylemmän keskusjonon määritelmän nojalla
Z(G/Zk) = Zk+1/Zk ja siis ϕ(Nk+1/Nk) ⊆ Zk+1/Zk.
Olkoon x ∈ Nk+1. Tällöin edellisen kappaleen perusteella xZk = ϕ(xNk) ∈ Zk+1/Zk ja
erityisesti x ∈ Zk+1. Nyt Nk+1 ⊆ Zk+1 ja induktiotodistus on valmis. Siis Ni ⊆ Zi kaikilla
0 ≤ i ≤ r.
Lause 4.11 motivoi nimityksen ylempi keskusjono. Sen jäsenet ovat maksimaalisia si-
sältyvyyden suhteen lauseen 4.11 kertomalla tavalla. Ylempi keskusjono siis rajaa keskus-
jonoja ylhäältä päin.
Lause 4.12. Ryhmä G on nilpotentti, jos ja vain jos se esiintyy jäsenenä ylemmässä
keskusjonossaan.
Todistus. Oletetaan ensin, että G on nilpotentti. Tällöin edellisen lauseen nojalla Zr = G
jollakin r ∈ N.
Oletetaan sitten, G että esiintyy jäsenenä ylemmässä keskusjonossaan. Tällöin on ole-
massa n ∈ N, jolle Zn = G. Niinpä ryhmän G ylempi keskusjono on
1 = Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ · · · ⊂ Zn = G.
Osoitetaan, että tällöin ylempi keskusjono on keskusjono. Täytyy siis osoittaa, että ylempi
keskusjono on aliryhmäjono, jonka jäsenet ovat normaaleja ja jonka tekijöille keskusjo-
noehto pätee. Ylempi keskusjono on aliryhmäjono, sillä 1 ja G ovat sen jäseniä. Määritel-
män 4.9 mukaan ylemmän keskusjonon jäsenet saadaan yhtälöistä
Zi+1/Zi = Z(G/Zi).
Tekijäryhmät Zi+1/Zi ovat siis normaaleja ryhmässä G/Zi. Siten lauseen 2.24 nojalla
ylemmän keskusjonon jäsenet Zi+1 ovat normaaleja ryhmässä G. Lisäksi ylemmän keskus-
jonon jäsenet on määritelty niin, että keskusjonoehto toteutuu automaattisesti. Ylempi
keskusjono on siis keskusjono. Ryhmä G on siten nilpotentti.
Määritelmä 4.13. Olkoon G nilpotentti ryhmä. Tällöin ryhmän G nilpotenttiusaste c(G)
on pienin c ∈ N, jolla Zc = G. Siis c(G) = min{r ∈ N | Zr = G}.
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Lauseen 4.11 nojalla nilpotentin ryhmän ylempi keskusjono on tosiaankin keskusjono,
eikä ryhmällä voi olla ylempää keskusjonoaan lyhyempää keskusjonoa. Niinpä nilpotentin
ryhmän nilpotenttiusaste on ylemmän keskusjonon pituus.
Esimerkki 4.14. Paulin ryhmän ylempi keskusjono on 1 ⊂ 〈iI〉 ⊂ P . Tässä jonossa on
kaksi aitoa sisältyvyyttä, joten Paulin ryhmän ylemmän keskusjonon pituus ja samalla
nilpotenttiusaste on 2.
Osoittautuu, että äärelliset p-ryhmät ovat nilpotentteja. Ylemmän keskusjonon jäsenet
kasvavat jokaisella askeleella saavuttaen lopulta koko ryhmän johtuen siitä, että jokaisella
p-ryhmällä on epätriviaali keskus. Jopa seuraava vahvempi väite pätee p-ryhmille.
Lause 4.15. Olkoon P äärellinen p-ryhmä ja N 6= 1 sen normaali aliryhmä. Tällöin
N ∩ Z(P ) 6= 1. Erityisesti ryhmän P keskus on epätriviaali.
Todistus. Kuvaus P ×N → N, (g, x) 7→ gxg−1 on ryhmän P toiminta aliryhmässään N ,
sillä N on normaali. Tarkastellaan P -invarianttien pisteiden joukkoa
NP = {x ∈ N | gxg−1 = x kaikilla g ∈ P}.
Yhtäpitävästi NP = {x ∈ N | gx = xg kaikilla g ∈ P} = N ∩ Z(P ).
Aliryhmä N on oletuksen perusteella epätriviaali p-ryhmä, joten p jakaa luvun |N |.
Lauseen 3.4 nojalla |N | ≡ |NP | (mod p). Kongruenssin ominaisuuksien perusteella p jakaa
myös luvun |NP |. Toisaalta joukko NP on epätyhjä, joten |NP | ≥ 1. Luku |NP | on siis
nollaa suurempi p:llä jaollinen luku, joten |NP | ≥ p. Siten N ∩ Z(P ) = NP 6= 1.
Jälkimmäinen väite seuraa välittömästi valitsemalla N = P .
Lause 4.16. Olkoon G äärellinen p-ryhmä. Tällöin G on nilpotentti.
Todistus. Muodostetaan ryhmälle G ylempi keskusjono. Ylemmän keskusjonon jäsenille
pätee
Zi+1/Zi = Z(G/Zi)
kaikilla i. Nyt G/Zi on p-ryhmä ja siten Z(G/Zi) on epätriviaali, kun Zi 6= G. Tällöin
Zi+1/Zi = Z(G/Zi) on epätriviaali ja erityisesti Zi+1 > Zi. Ylempi keskusjono kasvaa siis
aidosti sisältyvyyden suhteen jokaisella askeleella kunnes se saavuttaa ryhmän G. Näin
myös vääjäämättä tapahtuu, sillä G on oletuksen perusteella äärellinen. Siis G esiintyy
jäsenenä ylemmässä keskusjonossaan ja on siten nilpotentti.
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4.3 Alemmat keskusjonot
Ylempi keskusjono rajaa keskusjonoja ylhäältä päin sisältyvyyden suhteen. Seuraavaksi
tutkitaan mahdollisuuksia rajata keskusjonoja vastaavalla tavalla alhaalta päin. Aloite-
taan tämä tarkastelemalla kommutaattoreita.
Määritelmä 4.17. Olkoon G ryhmä ja olkoot x, y ∈ G. Alkioiden x ja y kommutattori
on alkio [x, y] = x−1y−1xy.
Olkoot H ja K ryhmän G aliryhmiä. Aliryhmien H ja K kommutaattori on aliryhmä
[H,K] = 〈{[h, k] | h ∈ H, k ∈ K}〉 .
Kyseessä on siis kommutaattorialkioiden virittämä aliryhmä.
Lemma 4.18. Olkoon G ryhmä, jolla on aliryhmät H ja K. Tällöin [H,K] = [K,H].
Todistus. Olkoot h ∈ H ja k ∈ K. Tällöin [h, k] = [k, h]−1 ∈ [K,H]. Nyt koska [H,K] on
pienin aliryhmä, joka sisältää kaikki virittäjäalkionsa, niin [H,K] ⊆ [K,H]. Samanlaisella
päättelyllä saadaan [K,H] ⊆ [H,K]. Siten [H,K] = [K,H].
Lemma 4.19. Olkoon G ryhmä, jolla on aliryhmät H ja K. Tällöin K ⊆ NG(H), jos ja
vain jos [H,K] ⊆ H. Erityisesti H on normaali ryhmässä G, jos ja vain jos [H,G] ⊆ H.
Todistus. Olkoot h ∈ H ja k ∈ K. Nyt koska [h, k] = h−1(k−1hk), niin k−1hk = h[h, k].
Siten k−1hk ∈ H, jos ja vain jos [h, k] ∈ H.
Oletetaan ensin, että [H,K] ⊆ H. Tällöin yllä olevan perusteella k−1hk ∈ H. Norma-
lisoijan määritelmän 2.19 nojalla K ⊆ NG(H).
Oletetaan sitten, että K ⊆ NG(H). Tällöin k−1hk ∈ H ja todistuksen alkupuolen
tarkastelun perusteella [h, k] ∈ H. Kaikki aliryhmän [H,K] virittäjäalkiot kuuluvat siis
aliryhmään H. Koska [H,K] on pienin aliryhmä, johon sen virittäjäalkiot kuuluvat, niin
[H,K] ⊆ H.
Alemman keskusjonon määrittelemiseen tarvitaan useamman aliryhmän kommutaat-
torin käsitettä.
Määritelmä 4.20. Olkoon G ryhmä ja olkoot X1, X2, X3, . . . , Xn ≤ G aliryhmiä. Kol-
men aliryhmän kommutaattori on [X1, X2, X3] = [[X1, X2], X3]. Useamman aliryhmän
kommutaattori määritellään rekursiivisesti kaavalla
[X1, X2, . . . , Xn] = [[X1, X2, . . . , Xn−1], Xn].
Olkoon Y ≤ G aliryhmä. Tällöin merkitään Y 2 = [Y, Y ] ja Y n+1 = [Y n, Y ].
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Lause 4.21. Olkoot G,H ryhmiä. Olkoot a, b ∈ G ja olkoot A,B ⊆ G aliryhmiä. Olkoon
ϕ : G→ H homomorﬁsmi. Tällöin
(i) ϕ([a, b]) = [ϕ(a), ϕ(b)],
(ii) ϕ[A,B] = [ϕA,ϕB] ja
(iii) ϕ(An) = (ϕA)n kaikilla n ∈ N.
Todistus. (i) Homomorﬁsmin ominaisuuksien perusteella
ϕ([a, b]) = ϕ(aba−1b−1) = ϕ(a)ϕ(b)ϕ(a)−1ϕ(b)−1 = [ϕ(a), ϕ(b)].
(ii) Määritelmän 4.17 perusteella V = {[a, b] | a ∈ A, b ∈ B} on aliryhmän [A,B]
virittäjäjoukko. Huomataan, että
ϕV = {ϕ([a, b]) | a ∈ A, b ∈ B}
(i)
= {[ϕ(a), ϕ(b)] | a ∈ A, b ∈ B}
= {[α, β] | α ∈ ϕA, β ∈ ϕB}
ja siten määritelmän 4.17 perusteella ϕV virittää aliryhmän [ϕA,ϕB]. Homomorﬁsmin
ominaisuuksien nojalla ϕ 〈V 〉 = 〈ϕV 〉 ja siten
ϕ[A,B] = ϕ 〈V 〉 = 〈ϕV 〉 = [ϕA,ϕB].
(iii) Kolmas väite seuraa induktiolla toisesta väitteestä.
Määritelmä 4.22. Ryhmän G kommutaattorijonoa (Gi)∞i=0 kutsutaan ryhmän G alem-
maksi keskusjonoksi.
Äärellisen ryhmän tapauksessa alemmassa keskusjonossa on ylemmän keskusjonon ta-
voin äärellinen määrä aitoja sisältyvyyksiä. Siten myös alemman keskusjonon pituus on
määritelmän 4.3 nojalla äärellinen, vaikka siinä on ääretön määrä jäseniä. Puhuttaessa
alemmasta keskusjonosta tarkoitetaan yleensä sellaista jonoa, josta jonon lopun ääretön
häntä triviaaleja tekijöitä on katkaistu pois. Esimerkiksi alempi keskusjono
G = G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gn = Gn+1 = Gn+2 = · · ·
saa pelkistetyn muodon
G = G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gn.
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Esimerkki 4.23. Tarkastellaan esimerkistä 4.10 tuttua Paulin ryhmää
P = 〈X, Y, Z〉 = {±I,±iI,±X,±iX,±Y,±iY,±Z,±iZ},
missä matriiseja X = σ1 = ( 0 11 0 ) , Y = σ2 = (
0 −i
i 0 ) ja Z = σ3 = (
1 0
0 −1 ) kutsutaan Paulin
matriiseiksi. Paulin matriiseille ovat voimassa seuraavat lainalaisuudet:
X2 = Y 2 = Z2 = I,
XY = iZ, Y Z = −iZ,
Y Z = iX, ZY = −iX,
ZX = iY ja XZ = −iY.
Etsitään Paulin ryhmän alempi keskusjono. Aluksi selvitetään millainen kommutaat-
torialiryhmä P 2 = [P, P ] on. Kaikki ryhmän P alkiot voidaan esittää muodossa cM , missä
c ∈ C4 ja M ∈ {I,X, Y, Z}. Olkoot α, β, γ ∈ C4 ja A ∈ P . Tällöin
[αI,A] = α−1IA−1αIA = α−1αA−1A = I,
[αX, βY ] = α−1X−1β−1Y −1αXβY = XYXY = (iZ)2 = −I,
[βY, γZ] = β−1Y −1γ−1Z−1βY γZ = Y ZY Z = (iX)2 = −I ja
[γZ, αX] = γ−1Z−1α−1X−1γZαX = ZXZX = (iY )2 = −I.
Toisin päin lasketut kommutaattorit ovat edellisten käänteisalkioita, esimerkiksi:
[βY, αX] = [αX, βY ]−1 = (−I)−1 = −I.
Tästä tarkastelusta voidaan päätellä, että kaikista ryhmän P alkioiden kommutaattoreista
saadaan vastaukseksi I tai −I. Näin ollen P 2 = 〈−I〉.
Alemman keskusjonon seuraava jäsen on P 3 = [P 2, P ] = [〈−I〉 , P ] = 1. Siten Paulin
ryhmän alempi keskusjono on
P ⊃ 〈−I〉 ⊃ 1.
Tämä eroaa esimerkissä 4.10 löydetystä Paulin ryhmän ylemmästä keskusjonosta
1 ⊂ 〈iI〉 ⊂ P.
Seuraavaksi selviää, miksi alempaa keskusjonoa kutsutaan nimenomaan alemmaksi
keskusjonoksi. Alempi keskusjono nimittäin rajaa keskusjonoja alhaalta päin samalla ta-
valla kuin ylempi keskusjono rajaa keskusjonoja ylhäältä päin. Tämän osoittamiseksi tar-
vitaan seuraavaa kommutaattorien avulla muodostettua ehtoa, joka on ekvivalentti kes-
kusjonoehdon kanssa.
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Lause 4.24. Olkoon G ryhmä. Oletetaan, että
1 = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hn = G
on aliryhmäjono. Seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä aliryhmäjonolle (Hi)
n
i=0:
(1) (Keskusjonoehto) Kaikilla 1 ≤ i ≤ n pätee Hi EG ja Hi/Hi−1 ⊆ Z(G/Hi−1).
(2) Kaikilla 1 ≤ i ≤ n pätee [Hi, G] ⊆ Hi−1.
Todistus. Oletetaan ensin, että (1) pätee. Olkoon i ∈ {1, . . . , n}. Olkoon
ϕ : G→ G/Hi−1, g 7→ gHi−1
kanoninen homomorﬁsmi. Lauseen 4.21 nojalla ϕ[Hi, G] = [ϕHi, ϕG]. Kohdassa (1) ole-
tettiin ϕHi = Hi/Hi−1 ⊆ Z(G/Hi−1), joten
ϕ[Hi, G]
4.21
= [ϕHi, ϕG]
(1)
⊆ [Z(G/Hi−1), G/Hi−1] = 1.
Niinpä
[Hi, G] ⊆ ϕ−1ϕ[Hi, G] = ϕ−1{1} = ker(ϕ) = Hi−1.
Kaikilla 1 ≤ i ≤ n siis pätee [Hi, G] ⊆ Hi−1.
Oletetaan sitten, että [Hi, G] ⊆ Hi−1 kaikilla 1 ≤ i ≤ n. Nyt [Hi, G] ⊆ Hi−1 ⊆ Hi
kaikilla 1 ≤ i ≤ n. Siispä lemman 4.19 nojalla Hi E G kaikilla 1 ≤ i ≤ n. Aliryhmät Hi
muodostavat siis normaalin jonon. Olkoon i ∈ {1, . . . , n}. Osoitetaan seuraavaksi, että
Hi/Hi−1 ⊆ Z(G/Hi−1) näyttämällä, että [Hi/Hi−1, G/Hi−1] = 1. Olkoon ϕ kanoninen
homomorﬁsmi G→ G/Hi−1 kuten edellä. Lauseen 4.21 ja oletuksen (2) nojalla
[Hi/Hi−1, G/Hi−1] = [ϕHi, ϕG]
4.21
= ϕ[Hi, G]
(2)
⊆ ϕHi−1 = 1.
Siten Hi/Hi−1 ⊆ Z(G/Hi−1) kaikilla 1 ≤ i ≤ n.
Lause 4.25. Olkoon G nilpotentti ryhmä. Oletetaan, että
1 = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hn = G
on keskusjono. Tällöin Gi ⊆ Hn−i+1 kaikilla 1 ≤ i ≤ n+ 1 ja erityisesti Gn+1 = 1.
Todistus. Todistetaan induktiolla, että Gk ⊆ Hn−k+1 kaikilla 1 ≤ k ≤ n + 1. Aluksi
todetaan, että G1 = G = Hn. Tehdään sitten induktio-oletus: Gk ⊆ Hn−k+1 jollakin
1 ≤ k ≤ n. Tällöin
Gk+1 = [Gk, G] ⊆ [Hn−k+1, G]
4.24⊆ Hn−k.
Siis Gk+1 ⊆ Hn−(k+1)+1 ja siten väite pätee kaikilla i. Erityisesti Gn+1 ⊆ H0 = 1.
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Lause 4.26. Olkoon G ryhmä. Tällöin G on nilpotentti, jos ja vain jos 1 esiintyy jäsenenä
sen alemmassa keskusjonossa.
Todistus. Oletetaan ensin, että G on nilpotentti. Tällöin ryhmällä G on keskusjono, jonka
pituus on n <∞. Tällöin edellisen lauseen nojalla Gn+1 = 1.
Oletetaan sitten, että 1 esiintyy jäsenenä ryhmän G alemmassa keskusjonossa. Osoite-
taan, että tällöin alempi keskusjono on keskusjono. Täytyy siis osoittaa, että alempi kes-
kusjono on aliryhmäjono, jonka jäsenet ovat normaaleja ja jonka tekijöille keskusjonoehto
pätee.
Osoitetaan induktiolla, että aliryhmät Gi ovat normaaleja ryhmässä G. Aluksi tode-
taan, että G1 = G on normaali. Tehdään induktio-oletus. Oletetaan, että aliryhmä Gk on
normaali. Olkoot x ∈ Gk+1 ja g ∈ G. Tällöin
gxg−1 = (gxg−1x−1)x = [x−1, g−1]−1x.
Lauseen 4.19 nojalla Gk+1 = [Gk, G] ⊆ Gk, joten x−1 ∈ Gk. Näin ollen [x−1, g−1] on
aliryhmän [Gk, G] = Gk+1 virittäjäalkio. On siis päätelty, että
gxg−1 = [x−1, g−1]−1x ∈ Gk+1.
Aliryhmä Gk+1 on siis normaali ryhmässä G.
Alemman keskusjonon jäsenet ovat siis normaaleja. Niinpä lauseen 4.19 perusteella
Gi+1 = [Gi, G] ⊆ Gi kaikilla i. Näin ollen alemman keskusjonon jäsenet toteuttavat
lauseen 4.24 ehdon (2) ja siten keskusjonoehdon. Lisäksi ryhmän G alempi keskusjono
on aliryhmäjono, sillä se on laskeva jono, jossa oletuksen nojalla 1 ja G ovat jäseniä.
Alempi keskusjono on siis aliryhmäjono, jonka jäsenet toteuttavat keskusjonoehdon ja
ovat normaaleja ryhmässä G. Siten alempi keskusjono on keskusjono ja ryhmä G on
nilpotentti.
Lause 4.27. Olkoon G nilpotentti ryhmä, jonka nilpotenttiusaste on c. Tällöin Gc+1 = 1
ja alemman keskusjonon pituus on c.
Todistus. Alempi keskusjono on lyhin mahdollinen keskusjono, sillä se on keskusjono ja
sisältyy jokaiseen keskusjonoon.
Osoitetaan seuraavaksi, että nilpotenttien ryhmien aliryhmät ja tekijäryhmät ovat
nilpotentteja. Tässä on apuna alempien keskusjonojen teoria.
Lause 4.28. Olkoon G nilpotentti ryhmä ja c(G) sen nilpotenttiusaste. Olkoon H < G
aliryhmä. Tällöin ryhmä H on nilpotentti ja sen nilpotenttiusaste on korkeintaan c(G).
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Todistus. Todistetaan induktiolla, että Hn ⊆ Gn kaikilla n. Todetaan aluksi, että oletuk-
sen nojalla H1 = H ⊆ G = G1. Tehdään induktio-oletus. Oletetaan, että Hk ⊆ Gk, missä
k ∈ N. Tällöin Hk+1 = [Hk, H] ⊆ [Gk, G] = Gk+1. Siten Hn ⊆ Gn kaikilla n ∈ N. Eri-
tyisesti Hc(G)+1 ⊆ Gc(G)+1 = 1. Ryhmä H on siis nilpotentti ja sen nilpotenttiusaste on
korkeintaan c(G).
Lause 4.29. Olkoon G nilpotentti ryhmä ja c(G) sen nilpotenttiusaste. Olkoon N E G.
Tällöin ryhmä G/N on nilpotentti ja sen nilpotenttiusaste on korkeintaan c(G).
Todistus. Olkoon ϕ kanoninen homomorﬁsmi G → G/N, g 7→ gN . Olkoot g, h ∈ G.
Lauseen 4.21 kohdan (iii) nojalla ϕ(G)c(G)+1 = ϕ(Gc(G)+1). Näin ollen
(G/N)c(G)+1 = ϕ(G)c(G)+1 = ϕ(Gc(G)+1) = ϕ{1} = 1.
Tekijäryhmä G/N on siten nilpotentti ja sen nilpotenttiusaste on korkeintaan c(G).
4.4 Nilpotentin ryhmän ekvivalentit määritelmät
Edellisissä luvuissa löydettiin seuraavat ekvivalentit määritelmät ryhmän G nilpotenttiu-
delle:
(i) Ryhmä G on nilpotentti, jos sillä on keskusjono.
(ii) Ryhmä G on nilpotentti, jos se esiintyy jäsenenä ylemmässä keskusjonossaan.
(iii) Ryhmä G on nilpotentti, jos 1 esiintyy jäsenenä ryhmän G alemmassa keskusjonossa.
Tässä tutkielman päättävässä luvussa löydetään näiden kolmen lisäksi vielä neljä muu-
ta hieman epätriviaalimpaa nilpotentin ryhmän ekvivalenttia määritelmää. Aluksi todis-
tetaan muutama aputulos, joita tämän nelikon löytämiseksi tarvitaan. Aloitetaan nk.
Frattinin argumentilla.
Lemma 4.30. (Frattinin argumentti) Olkoon G ryhmä, jolla on normaali aliryhmä N .
Olkoon P Sylowin aliryhmä ryhmälle N . Tällöin G = NG(P )N .
Todistus. Olkoon g ∈ G. Todistetaan lemma osoittamalla, että g ∈ NG(P )N . Koska P
on ryhmän N aliryhmä, niin gPg−1 ⊆ gNg−1 = N . Ryhmät P ja gPg−1 ovat ryhmän N
Sylowin aliryhmiä. Sylowin II lauseen 3.11 perusteella n(gPg−1)n−1 = P jollakin n ∈ N .
Niinpä ng ∈ NG(P ), joten g ∈ NG(P )n−1 ⊆ NG(P )N . Siis G ⊆ NG(P )N .
Lemma 4.31. Olkoon G äärellinen ryhmä, jolla on normaalit aliryhmät N1, . . . , Nr. Ole-
tetaan, että aliryhmien Ni kertaluvut ovat keskenään jaottomia kaikilla 1 ≤ i ≤ r. Tällöin
H = N1N2 · · ·Nr on sisäinen suora tulo ja |H| =
∏r
i=1 |Ni|.
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Todistus. Osoitetaan aluksi, että |H| =∏ri=1 |Ni|. Lagrangen lauseen 2.11 mukaan |Ni| on
luvun |H| tekijä jokaisella 1 ≤ i ≤ r. Luku |H| on siis lukujen |Ni| yhteinen jaettava. Siten
pyj(|N1|, . . . , |Nr|) ≤ |H|. Kertaluvut |Ni| ovat oletuksen mukaan keskenään jaottomia,
joten pyj(|N1|, . . . , |Nr|) =
∏r
i=1 |Ni|. Siis
∏r
i=1 |Ni| ≤ |H|. Toisaalta |H| ≤
∏r
i=1 |Ni|,
joten |H| =∏ri=1 |Ni|.
Olkoon i ∈ {1, . . . , r}. Osoitetaan vielä, että N1N2 · · ·Nr on sisäinen suora tulo todis-
tamalla, että
Ni ∩N1N2 · · ·Ni−1Ni+1 · · ·Nr = 1.
Merkitään K = N1N2 · · ·Ni−1Ni+1 · · ·Nr. Edellisen kappaleen perusteella
|K| = |N1N2 · · ·Ni−1Ni+1 · · ·Nr| =
i−1∏
j=1
|Nj| ·
r∏
j=i+1
|Nj|.
Luku |A| ja luvun |K| tekijät ovat keskenään jaottomat, joten syt(|A|, |K|) = 1. Lagrangen
lauseen 2.11 mukaan aliryhmillä A ja K ei ole yhteisiä epätriviaaleja aliryhmiä. Toisin
sanoen A ∩K = 1. Siten N1N2 · · ·Nr on sisäinen suora tulo lauseen 2.41 nojalla.
Lemma 4.32. Olkoot Gi nilpotentteja ryhmiä, missä 1 ≤ i ≤ r. Ryhmien Gi suora tulo
G =
∏r
i=1Gi on nilpotentti.
Todistus. Todistetaan väite kahden ryhmän suoralle tulolle. Olkoot H ja K nilpotentteja
ryhmiä. Osoitetaan, että tuloryhmän H×K triviaali aliryhmä 1 esiintyy jäsenenä ryhmän
H ×K alemmassa keskusjonossa.
Olkoon n ∈ N. Olkoot hn ∈ Hn, kn ∈ Kn, h1 ∈ H ja k1 ∈ K. Tällöin
[(hn, kn), (h1, k1)] = (hn, kn)
−1(h1, k1)−1(hn, kn)(h1, k1)
= (h−1n , k
−1
n )(h
−1
1 , k
−1
1 )(hn, kn)(h1, k1)
= (h−1n h
−1
1 hnh1, k
−1
n k
−1
1 knk1)
= ([hn, h1], [kn, k1]).
Siten ryhmillä [Hn × Kn, H × K] ja [Hn, H] × [Kn, K] on täsmälleen samat virittäjät.
Niinpä
[H ×K]n+1 = [Hn ×Kn, H ×K] = [Hn, H]× [Kn, K] = Hn+1 ×Kn+1 kaikilla n.
Tuloryhmän H ×K alempi keskusjono muodostuu siis aliryhmistä [H ×K]n = Hn×Kn.
Jos c = max{c(H), c(K)}, niin (H ×K)c+1 = Hc+1 ×Kc+1 = 1 × 1. Tuloryhmä H ×K
on siten nilpotentti.
Kahden nilpotentin ryhmän suora tulo on siis nilpotentti ja useamman ryhmän tapaus
seuraa välittömästi induktiolla.
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Lause 4.33. Seuraavat ovat yhtäpitäviä äärelliselle ryhmälle G:
(1) Ryhmä G on nilpotentti.
(2) Jokainen ryhmän G aito aliryhmä H on myös normalisoijansa aito aliryhmä eli
NG(H) > H.
(3) Jokainen ryhmän G maksimaalinen aliryhmä on normaali.
(4) Jokainen ryhmän G Sylowin aliryhmä on normaali.
(5) Ryhmä G on suora tulo epätriviaaleista Sylowin aliryhmistään.
Todistus. Todistetaan seuraavat seuraavuussuhteet: (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4)⇒ (5)⇒ (1).
(1)⇒ (2): Oletetaan, että ryhmä G on nilpotentti. Olkoon
1 = N0 ⊆ N1 ⊆ · · · ⊆ Nn = G
keskusjono. Olkoon H < G. Jollakin alaindeksillä k pätee Nk ⊆ H, mutta Nk+1 * H.
Osoitetaan, että Nk+1 ⊆ NG(H). Tällöin H < NG(H), koska Nk+1 * H.
Aliryhmät Ni muodostavat keskusjonon, joten keskusjonoehdon nojalla
Nk+1/Nk ⊆ Z(G/Nk).
Keskuksen alkiot kommutoivat kaikkien ryhmän alkioiden kanssa. Niinpä normalisoijan
määritelmästä 2.19 seuraa, että keskus sisältyy minkä tahansa aliryhmän normalisoijaan.
Erityisesti
Z(G/Nk) ⊆ NG/Nk(H/Nk).
Tarkastelemalla normalisoijan määritelmää saadaan
NG/Nk(H/Nk) = {gNk | g ∈ G ja (gNk)(HNk)(gNk)−1 = HNk}.
Aliryhmä Nk oli alun perin valittu siten, että Nk ⊆ H. Siten HNk =H ja siispä
NG/Nk(H/Nk) = {gNk | g ∈ G ja (gNk)(HNk)(gNk)−1 = HNk}
= {gNk | g ∈ G ja gNkHNkg−1Nk = HNk}
= {gNk | g ∈ G ja gNkHNkNkg−1 = HNk}
= {gNk | g ∈ G ja gHg−1 = H}
= NG(H)/Nk.
On saatu todistettua, että
Nk+1/Nk ⊆ Z(G/Nk) ⊆ NG/Nk(H/Nk) = NG(H)/Nk.
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Osoitetaan vielä, että tästä seuraa Nk+1 ⊆ NG(H). Olkoon a ∈ Nk+1 ja
ϕ : G→ G/Nk, g 7→ gNk
kanoninen homomorﬁsmi. Tällöin
ϕ(a) ∈ Nk+1/Nk ⊆ NG(H)/Nk.
On siis osoitettava, että a ∈ NG(H). Nyt koska ϕ(a) ∈ ϕNG(H), niin jollekin x ∈ NG(H)
pätee ϕ(a) = ϕ(x). Kuvauksen ϕ ydin on Nk, joten
a ∈ aNk = xNk ⊆ NG(H).
Viimeinen sisältyvyys seuraa siitä, että Nk ⊆ H ⊆ NG(H). Siispä Nk+1 ⊆ NG(H) ja siten
alun selostuksen nojalla H < NG(H).
(2)⇒ (3): Oletetaan, että jokainen ryhmän G aito aliryhmä sisältyy aidosti normali-
soijaansa. Olkoon M < G maksimaalinen aliryhmä. Oletuksen perusteella NG(M) > M
ja siten välttämättä NG(M) = G.
(3) ⇒ (4): Oletetaan, että jokainen ryhmän G maksimaalinen aliryhmä on normaali.
Tehdään vastaoletus väitteelle (4). Oletetaan, että P on sellainen ryhmän G Sylowin
aliryhmä, joka ei ole normaali. Tällöin NG(P ) < G ja on olemassa maksimaalinen aliryhmä
M < G, jolle NG(P ) ⊆M . Oletuksen nojalla M CG. Toisaalta P on ryhmän M Sylowin
aliryhmä. Siten Frattinin argumentin 4.30 perusteella G = NG(P )M ⊆ M , mikä on
ristiriita.
(4)⇒ (5): Oletetaan, että jokainen ryhmän G Sylowin aliryhmä on normaali. Olkoon
P luvun |G| alkulukutekijöiden joukko. Sylowin I lauseen 3.10 nojalla jokaisella p ∈ P
voidaan valita Sylowin p-aliryhmä Sp ≤ G. Oletuksen perusteella SpEG kaikilla p. Tällöin
{Sp | p ∈ P} on perhe ryhmän G normaaleja aliryhmiä, joiden kertaluvuilla ei ole yhteisiä
tekijöitä. Lemman 4.31 nojalla
∏
p∈P Sp on suora tulo ja |
∏
p∈P Sp| =
∏
p∈P |Sp| = |G|.
Siis
∏
p∈P Sp = G, sillä
∏
p∈P Sp ≤ G.
(5) ⇒ (1): Oletetaan, että G on suora tulo Sylowin aliryhmistään. Jokainen Sylowin
aliryhmä on p-ryhmä jollakin alkuluvulla p, ja siten lauseen 4.16 nojalla nilpotentti. Nil-
potenttien ryhmien suora tulo on lauseen 4.32 perusteella nilpotentti.
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